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本稿では，1点穴空きトーラス群を Schottky群の類似として幾何実現することにより，
Gilman ［2］，Sato ［14］による 2元生成 Schottky群の Jørgensen数の評価と類似する結果が
得られることを中心に報告する．

1　Introduction

n次元双曲空間 Hnの向きを保つ等長変換からなる離散群を（n次元）Klein群という．
完備双曲多様体の基本群は Klein群と同型であり，逆に torsion freeな Klein群の作用に
よる Hnの商空間は完備双曲多様体の構造をもつので，双曲幾何学において Klein群論
は非常に重要な研究対象である．特に Isom+ (H3)は，Poincaré拡張によりMöbius変換群 
Möb (Ĉ) = PSL (2, C)と同一視できるので，3次元 Klein群論はMöbius変換の群の研究に
完全に帰着できる．初等的 Klein群については完全な分類が与えられているが，非初等的
Klein群を分類することは非常に大きな未解決問題となっている．
以降，Klein群は 3次元とする．Klein群 Gの元の列 (gn)

¥
n=1 Ì G, z Ì H3に対して，点列 {gn 

(z)}が集積点をもつならば，その極限は真性不連続性より理想境界 ¶H3 = Ĉに属する．こ
の点列の集積点を極限点（limit point），Gの極限点全体を極限集合（limit set）といい，極
限集合を L(G)で表す．理想境界での L(G)の補集合 W(G) := Ĉ\L(G)を不連続領域または
通常集合（ordinary set）という．

Proposition 1.1.   Klein群 G < PSL (2, C)について，W(G) ¹ 0/ならば，Gは W(G)へ真性不
連続に作用し，商空間 W(G)/Gの各連結成分はリーマン面となる．

本稿では，この理想境界への作用により現れる（双曲型）リーマン面が主な幾何学的対
象である．

Lemma 1.2（清水-Leutbecherの補題［20］）.   G < PSL (2, C)を Klein群とし，放物型変換

g1
1 1
0 1=( )を Gが含むとする．このとき，任意の元 a b

c d G( )∈ に対し，c = 0または |c| ³ 1.

Jørgensen ［4］はこの補題を拡張し，Möbius変換の 2元生成非初等的群が Klein群になる
ための必要条件として，次の不等式評価を与えた．
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Theorem 1.3（Jørgensen ［4］）.  2つのMöbius変換 f, g  PSL (2, C)について，á f, gñが非初
等的 Klein群ならば，次の不等式が成り立つ．

J f g f f g f g( , ) : ( ) ( ) .= − + − ≥− −tr tr2 1 14 2 1

右辺 1は best possibleである．

この不等式は PSL (2, C)の部分群が Klein群であるかどうか議論する上で，貴重な判定
条件となっている．さらに，これを用いると次の主張も得られるので，Möbius変換の群
の離散性に関する問題は，2元生成の群に関する研究に帰着できるともいえる．

Theorem 1.4（Jørgensen ［4］）.   PSL (2, C)の非初等的部分群 Gが Klein群であることの必
要十分条件は，Gの任意の 2元生成部分群が Klein群であることである．

Theorem 1.3で等号が成立する生成系 f, gをもつ非初等的 Klein群を Jørgensen群という．
Jørgensen群が Fuchs群（ 2次元 Klein群）の場合には (2, 3, q)型 (7 £ q £ + ¥)の三角群
になることが Jørgensen-Kiikka ［5］により証明され，fが放物型の場合の完全な分類が李- 
大市-佐藤［7］，［8］，［9］により与えられた．佐藤［15］，［16］は，この議論を精密化して
群の Jørgensen数を定義した．

Definition 1.1（［15］，［16］）.   Gを PSL (2, C)の 2元生成部分群とする．

J G J f g G f g( ) : inf{ ( , ) | , }= =〈 〉

を，Gの Jørgensen数という．

本研究の目的は，2元生成 Klein群の Jørgensen数について議論することにより，Klein

群および双曲多様体の分類にアプローチすることにある．

2　Schottky群と Schottky空間

Definition 2.1.   g1, g2, ¼, gn  PSL (2, C)を斜航型変換とする．G = ág1, g2, ¼, gnñが Schottky

群であるとは，互いに交わらない Ĉの偶数個の単純閉曲線 C1
+, C1

−, ¼, Cn
+, Cn

−と Ci
+, Ci

−

を境界にもつ有界領域 Di
+, Di

−に対し，

g C C g D Di i i i i i

e
( ) , ( )− + − += =



を満たすことをいう．ただし，A°, A
e
はそれぞれ位相空間 Aの内部，外部を表す．全ての



153

C1
+, C1

−, ¼, Cn
+, Cn

−が円であるとき，Gを古典的 Schottky群（classical Schottky group）と 

いう．

Schottky群は，H3に真性不連続に作用することが定義より直ちに従うので Klein群であ
る．「任意の Schottky群は古典的であるか？」という問題が自然に考えられる．この問題
を議論するために Schottky空間および古典的 Schottky空間を定義する．
任意の有限生成クライン群 G = ág1, ¼, gnñは，生成系を固定することで PSL (2, C)nの点

(g1, ¼, gn)と同一視できる．いま，2点 (g1, ¼, gn)と (g1¢, ¼, gn¢)について，

( , , ) ~ ( , , , . .)g g g g g g1 1
12… … ∃ ∈ ( ) =′ ′ ⇐⇒ ′ −

n n j jw PSL s t w w
def



と定める（明らかに ~は PSL (2, C)n上の同値関係である）．この同値関係により，生成系
が共役になっている複数の Klein群は，空間 PSL (2, C)n/~上では 1つの点として見なされ
る．これを用いて，Schottky空間を次のように定義する．

Definition 2.2（Schottky space）.   位相空間 PSL (2, C)n/~に対して，n元生成 Schottky群の
同値類全体がなす部分位相空間を階数 nの Schottky空間という．同様に，古典的 Schottky

群の同値類全体がなす部分位相空間を古典的 Schottky空間という．

先述の問いに対し，Marden（［10］）は次の回答を与えた．

Theorem 2.1（Marden ［10］）.   古典的 Schottky空間と Schottky空間は一致しない．すなわ
ち，古典的でない Schottky群が存在する．

また Yamamoto ［21］は，古典的でない 2元生成 Schottky群を具体的に構成した．現在知
られている古典的でない Schottky群の例は，その一つのみである．2元生成古典的 Schottky 

群の Jørgensen数が，［2］，［14］などにより研究され，調べられた全ての古典的 Schottky群
Gに対して J (G) > 4となっている．これを基に，Satoは次のように予想した（［17］を参照）．

Conjecture.   2元生成 Schottky群 Gに対し，Gが古典的ならば J (G) ³ 4であり，古典的
でない Schottky群で J (G) < 4となるものが存在するであろう．

この予想が正しければ，Theorem 2.1の別証明になっている．また，Schottky空間の境
界上であれば，J (G) < 4となる Klein群 Gが非可算無限個存在する（［22］）．本稿では，
古典的 Schottky群の幾何学的な拡張である Kissing Schottky群を考え，ある条件下におい
ては古典的 Schottky群と同じ Jørgensen数の評価が得られることを証明する．
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3　Kissing Schottky群

まず Kissing Schottky群を定義し，双曲曲面として大きな研究対象となっている 1点穴
空きトーラスを構成するための必要十分条件を与え，それから得られる群の性質について
述べる．1点穴空きトーラス群に関する理論は［1］が詳しいが，本稿ではそれと異なる方
法での特徴づけを与えることを目指す．まず，Kissing Schottky群による 1点穴空きトー
ラス群の実現について述べる．Kissing Schottky群は，古典的 Schottky群の図形的に最も
近い拡張である．

Definition 3.1（［12］）.   g1, g2, ¼, gn  PSL (2, C)を斜航型変換とする．G = ág1, g2, ¼, gnñが
Kissing Schottky群であるとは，次の 2条件を満たすことをいう．
（1） 各 giに対応する 2つの Ĉの円 Ci

+, Ci
−が存在して，Ci

+, Ci
−を境界にもつ円板 Di

+, Di
−

に対して，

 
g C C g D Di i i i i i

e
( ) , ( )− + − += =



 を満たす（A°, A
e
はそれぞれ位相空間 Aの内部，外部を表す）．

（2） {C1
+, C1

−, ¼, Cn
+, Cn

−}に含まれる任意の円について，自身と pairになっていない円
で唯 1点で接するものが {C1

+, C1
−, ¼, Cn

+, Cn
−}に 2つ存在する．

今，H3の理想境界 Ĉへの作用を考えていることに注意する．Kissing Schottky群は，H3

から {C1
+, C1

−, ¼, Cn
+, Cn

−}を大円（赤道）にもつ 2n個の半球体を除いた領域を基本領域
として Klein群となる．例えば下図の 4個の円は，2元生成 Kissing Schottky群の作用を表
したものである．

この図から，2元生成 Kissing Schottky群 G = á f, gñを 4つの円弧で囲まれた有界領域へ
作用させて 1点穴空きトーラスを得るための条件を求める，円の各接点を Cf

+ Ç Cg
+ = P, 

Cg
+ Ç Cf

− = Q, Cf
− Ç Cg

− = R, Cg
− Ç Cf

+ = Sとすると，
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f (Q) = P,   f (R) = S,   g (R) = Q,   g (S) = P

となればよいことがわかる．したがって，4つの接点は Gの作用で全て同一視され，さら
に Gの極限点となるため，1つの punctureとなる．以上の議論により，Kissing Schottky群
の作用により 1点穴空きトーラスが得られた．このとき，円上の各点の G-orbitを見ると
Gの極限集合は単純閉曲線になるため，Gは擬 Fuchs群となっていることに注意する．逆
に，任意の 1点穴空きトーラス S1,1について，p1(S1,1) = áX, Y ñ（X: longitude, Y: meridian）
とする．これに対し，faithfulな離散表現

r: p1 (S1,1) ¾® PSL (2, C)

を r (X), r (Y )が双曲型，r (XYX −1Y −1)が放物型になるように取れば，r (p1(S1,1))は Kissing 
Schottky群であり，擬 Fuchs群になる（［6］の Appendixを参照）．以上を踏まえて，1点穴
空きトーラス群となる Kissing Schottky群を擬フックス型穴空きトーラス群（quasi-fuchsian 
punctured torus group）と呼ぶ．
さらに，生成元の交換子 f g f −1g−1は，固定点 Pの近くの点の挙動を見れば放物型の

Möbius変換であることがわかるが，ここで次が知られている．

Lemma 3.1.   2つのMöbius変換 f, g  PSL (2, C)に対して，Fix ( f ) Ç Fix (g) ¹ 0/であるこ
との必要十分条件は，tr ( f g f −1g−1) = 2を満たすことである．

よって，Kissing Schottky群を生成する斜航型変換 f, g  PSL (2, C)については，Klein群
G = á f, g ñが 1点穴空きトーラス群ならば tr ( f g f −1g−1) = -2が成り立つ．さらに，Gの生
成系の取り替えについて議論することで，Gのいかなる生成系に関しても交換子のトレー
スが -2となるという主張を得る．以上より，次が従う．

Theorem 3.2（［12］）.   2つの斜航型変換 f, g  PSL (2, C)について，á f, g ñが擬フックス型
穴空きトーラス群ならば f g f −1g−1はトレースが -2の放物型変換である．

Theorem 3.3.   有限生成で torsion freeな擬 Fuchs群は幾何学的有限である．

この定理については，例えば［20］が詳しい．これより Gは幾何学的有限となるが，こ
のとき Gの Jørgensen数を議論する上で次の主張が非常に有効となる．

Proposition 3.4（Greenberg ［3］）.   ある幾何学的有限な Klein群に含まれる斜航型変換の
translation length全体からなる集合は離散集合である．
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したがって，Gの斜航型変換の translation length全体は離散集合となる．一方，任意の
斜航型変換 h  Gは PSL (2, C)の共役により，

l
l

lh

h
h

0
0 11−







 >(| | )

の形に（符号の違いを除き）唯一通り正規化できる．共役で hの translation lengthとトレー
スはともに不変なので，この正規形を改めて hとおく．このとき hの translation length 
l (h)は

l (h) = 2 log |lh |

となる．これに対し，

tr (h) = lh + lh
−1

より，arg lh = qとおくと

tr( ) cosh ( ) .h l h i= +






2 q

さらに，次が知られている．

Proposition 3.5.   任意の r > 0と，幾何学的有限で torsion freeな Klein群 G < PSL (2, C)に
対して，Gが含む translation lengthが r以下の斜航型変換全体からなる集合は，有限個の
共役類からなる．

この主張については，例えば Shalen ［19］が詳しい．以上より 1点穴空きトーラス群 Gは， 
1つ目の生成元が斜航型である限り Jørgensen数は 4にならないので，残る問題は Gの生
成元で放物型変換がとれるかどうかである．

Gを基本群と考え，1点穴空きトーラスの上で生成系に対応する曲線のホモトピー類を
見ると，f g f −1g−1はカスプに対応するので， f g f −1g−1を生成元として取ることは不可能で 

ある．したがって，Gが f g f −1g−1の共役類以外に放物型変換を含むのかが問題だが，放物
型変換の共役類と放物型固定点の G-orbitは 1対 1に対応するので，放物型固定点の 1点
穴空きトーラス上でのふるまいが本質的な議論となる．Lemma 1.2を幾何学的に解釈する
と，次の主張が得られる．

Lemma 3.6.   G < PSL (2, R)は Fuchs群で torsion freeとする．¥の stabilizer G¥が放物型
変換 g =( )1 1

0 1 を含むならば，U := {z Î H2 ; Áz > 1}は G¥で完全不変である．即ち，
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ìïïíïïî

g (U ) = U  (g Î G¥),
g (U ) Ç U = 0/  (g Î G \ G¥).

この主張により Fuchs群の場合には，下図のような horocycleで囲まれた領域が G-完全
不変となる．

このように xの近傍で G-完全不変な近傍がとれる場合，xはカスプ（cusped）な放物型
固定点であるといい，このような xの近傍をカスプ領域（cusped region）という．いま擬 

フックス型穴空きトーラス群 G = á f, g ñについて，Kissing Schottky群の性質からカスプな
固定点をもつ放物型は f g f −1g−1の共役類のみであり，これと 1点穴空きトーラスのカスプ
が 1対 1に対応している．よって，「Gが固定点がカスプでない放物型をもつか？」とい
うことが，J (G) = 4となる 1点穴空きトーラス群が存在するかという問題の本質となる．

Definition 3.2.   有限生成クライン群 G < PSL (2, C)が函数群（ function group）であるとは，
Gの不連続領域 W(G)が G-不変な連結成分 Dをもつことをいい，この Dを Gの不変成分
という．不変成分 Dを強調して函数群を (G, D)と表す．さらに Dを単連結に取れるとき，
Gを b-群（b-group）という．

函数群 (G, D)について，D/Gが（連結）リーマン面になることが本質的である．明ら
かに擬 Fuchs群は b-群である．また，次が知られている．

Lemma 3.7.   (G, D)を非初等的な b-群とする．¶D ¹ 0/ならば ¶D = L(G).

Proof.   ¶D Ç W(G) ¹ 0/とすると，Dより真に大きい W(G)の連結集合が取れるので矛盾す
る．よって，¶D Ì L(G)．一方，Gの斜航型固定点 wと wを固定する斜航型変換 h，およ
び点 z  Dを取る．このとき，点列 {hn(z)n  Z}は n ® +¥もしくは n ® -¥で wに収束
するが，真性不連続性から w Ï D，よって w  ¶D．以上より，Gの斜航型固定点全体の
集合 L0(G)は ¶Dの部分集合である． Λ Λ( ) ( )G G= 0 であり ¶Dは Ĉの閉集合なので，
L(G) Ì ¶Dとなって ¶D = L(G)を得る． （q.e.d）

Definition 3.3.   (G, D), (G~, D~ )をそれぞれ函数群とし，f : D ¾® D~ は同相写像とする．いま
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全ての g  Gで f ° g ° f −1: D~  ¾® D~  が G~の元の（Möbius変換としての）制限になっているとす
ると，群同型

f* : G ¾® G~,   f* (g) = f ° g ° f −1

が定義できる．このとき f*を fの誘導する同型写像（induced isomorphism by f ）という．

簡単な例として，上半平面モデルをポアンカレ円板モデルへ移すMöbius変換は，各モ
デルへ作用する Fuchs群の間の同型を誘導する．誘導同型写像により，放物型変換のクラ
スが定義される．

Definition 3.4.   (G, D)を函数群とする．g  Gが APT（潜伏的放物型変換，accidental par-
abolic transformation）であるとは，別の函数群 (G~, D~ )が存在して，ある等角写像 f : D ® 
D
~ が誘導する準同型 f* : G ® G~について f* (g)が斜航型になることである．

APTの例は［20］の p.87が詳しい．APTについて，次の主張が本質的である．

Lemma 3.8.   函数群 (G, D)の放物型変換 p  Gは，リーマン面 D/Gのカスプに対応すれ
ば APTでない．

Proof.   放物型変換 pに対応する D/Gのカスプを等角写像 f : D ® D~ で任意の函数群 
(G~, D~ )へ写像すると，D

~ /G~上に再び f* ( p)に対応するカスプが現れる．よって f* (p)の
translation lengthは 0になるので，f* (p)は必ず放物型である．よって pは APTでない．

（q.e.d.）

さらに Lemma 3.8より次を得る．

Lemma 3.9.   G = á f, g ñ < PSL (2, C)を擬フックス型穴空きトーラス群とする．Gの APTで
ない放物型変換は f g f −1g−1の共役類のみである．

Proof.   p  Gを APTでない放物型変換とする．等角写像 Fで任意の函数群 (G~, D~ )へ写像
すると F* (p)は必ず放物型である．よって F* (p)の translation lengthは 0であり，F* (p) ¹ 
idより F* (p)はリーマン面上で punctureに対応している．したがって pはトーラスのカス
プに対応するため，主張を得る． （q.e.d.）

以上より，「Jørgensen数が 4の擬フックス型穴空きトーラス群を実現できるか？」とい
う問題は，「 1点穴空きトーラス群は APTをもつか？」という問題に帰着できる．まず，
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Lemma 3.8より次の主張が直ちに従う．

Lemma 3.10.   Fuchs群は APTをもたない．

この主張より次も従う．

Proposition 3.11.   (G, D)を torsion free，非初等的な b-群，g  Gを放物型変換とする．双
正則写像 f : D ¾® H2（リーマンの写像定理よりこの写像は存在する）に対して，g  Gが
APTであることの必要十分条件は，fの誘導同型 f*について f* (g)が双曲型になることで 

ある．

Proof.   f* (g)が放物型ならば，f* (g)  f* (G)であって f* (G)は Fuchs群なので，Lemma 3.10

より f* ( g)は APTではない．よって gは APTでない．逆に，f* (g)が双曲型ならば定義よ
り gは APTである． （q.e.d.）

これにより APTは，Möbius変換としての軸が定義できる．

Definition 3.5.   (G, D)を torsion free, 非初等的な b-群，g  Gを APT，f : D ¾® H2を双正
則写像とする（Proposition 3.11より f* ( g)は双曲型である）．D上の曲線 Agが APT gの軸
であるとは，曲線 f (Ag)が f* (g)の双曲型変換としての軸になっていることをいう．

これを用いて，次の定理を証明する．

Theorem 3.12（［11］）.   擬 Fuchs群は APTをもたない．

Proof.   Gは擬 Fuchs群，Gの 2つの不変成分をそれぞれ D1, D2とすると，それぞれ単連
結で ¶D1 = ¶D2 = L(G)となる．p  Gを APT，xを pの固定点とする．APT pの軸 Apは
xを除けば D1, D2のいずれか一方に含まれるので Ap Ì D1とすると，Apを境界にもち，
D1の内部に含まれる単連結開集合 Uが取れる．このとき Apが p-不変なので，Uが áp ñ-

完全不変となる．よって，放物型固定点 xはカスプになっていて，リーマン面 D1/G上で
U/áp ñがカスプとなる．これは Lemma 3.8の主張に反する．よって pは APTでない．

（q.e.d.）

以上より Gが持つ放物型変換は f g f −1g−1（の共役類）のみである．よって次が得られた．

Theorem 3.13（Y.）.   擬フックス型穴空きトーラス群 G < PSL (2, C)に対して，J (G) > 4．



160

4　Markov numbers and quasi-fuchsian punctured torus groups

任意の f, g  PSL (2, C)が，トレース恒等式

tr2 ( f ) + tr2 (g) + tr2 ( f g) = tr ( f ) tr (g) tr ( f g) + tr ( f g f −1g−1) + 2

を満たすことはよく知られている．したがって，f, g  PSL (2, C)が擬フックス型穴空きトー
ラス群を生成すれば Theorem 3.2より，

tr2 ( f ) + tr2 (g) + tr2 ( f g) = tr ( f ) tr (g) tr ( f g)

が成り立つ．これを用いて，ある特殊な条件下において擬フックス型穴空きトーラス群の
Jørgensen数が完全に決定できることを紹介する．
Definition 4.1.   正の整数の 3つ組 (x, y, z)が Markov tripleであるとは，

x2 + y2 + z2 = xyz

を満たすことをいう．

定義より次の主張が直ちに従う．

Lemma 4.1.   擬フックス型穴空きトーラス群 á f, g ñ < PSL (2, C)について，次の 2条件は
同値である．
（1）(tr ( f ), tr (g), tr ( f g))はMarkov tripleである．
（2）tr ( f ), tr ( g), tr ( f g)はそれぞれ正の整数である．

tr ( f ), tr (g), tr ( f g)  Zであって tr2 ( f ) + tr2 (g) + tr2 ( f g) = tr ( f ) tr (g) tr ( f g)ならば， 
tr ( f ), tr (g), tr ( f g)の中で負の整数は偶数個であり，2つある場合は f, gの行列表現を取り
替えることでそれらのトレースを正にできるので，Markov tripleを考える際にはトレース
の符号は本質的に問題にならない．以降，tr ( f ), tr (g), tr ( f g)はすべて 0以上として議論する．
Lemma 4.1より，擬フックス型穴空きトーラス群 G = á f, g ñについて，tr ( f ), tr ( g), tr ( f g) 
 Zならば (tr ( f ), tr (g), tr ( f g))は必ずMarkov tripleとなっている．
ここで，Markov tripleの擬フックス型穴空きトーラス群の生成系としての実現可能性を
考えるために，まず x = y = zとなるMarkov tripleを求めると，(x, y, z) = (3, 3, 3)のみであ
ることが直ちに従う．今，

U V=( ) = −
−( )1 1

1 2
1 1
1 2,

とすれば，
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UV UVU V= −( ) = −− −( )− −0 1
1 3

1 0
6 1

1 1,

より，(tr (U ), tr (V ), tr (UV ))はこれを満たしている．

Lemma 4.2.   G = áU, V ñは擬フックス型穴空きトーラス群である．

これは，生成系のトレースが，基本となるMarkov triple (x, y, z) = (3, 3, 3)に対応する擬フッ
クス型穴空きトーラス群の存在を保証するものである．さらに，Markov tripleについて次
が知られている．

Theorem 4.3（［18］）.   全てのMarkov tripleは，(3, 3, 3)に 2種類の変換

M1 : (x, y, z)  (z, x, y)　　
M2 : (x, y, z)  (x, xy − z, y)

を有限回行ったもので得られる．

この M1, M2は生成系の取り替え

( f, g, f g)  ( f g, f −1, g)
( f, g, f g)  ( f, f −1g, g)

に対するトレースの変換と 1対 1に対応している．したがって Theorem 4.3より，ある生
成系 ( f, g)が tr ( f ), tr (g), tr ( f g)  Zを満たせば，Gの生成系をMarkov triple (3, 3, 3)に対
応するMöbius変換に取り替えることができる．
逆に，全ての Gの生成系がMarkov tripleに対応するかどうかは議論が必要だが，この

とき次も成り立つ．

Lemma 4.4.   G < PSL (2, C)を擬フックス型穴空きトーラス群とする．ある Gの生成系 f, g 
 PSL (2, C)について tr ( f ), tr (g), tr ( f g)  Zならば，Gの任意の生成系 (X, Y )は tr (X ), tr (Y ),  
tr (XY )  Zを満たす．

以上より，擬フックス型穴空きトーラス群 Gは tr ( f ), tr (g), tr ( f g)  Zとなる生成系
{ f, g}が 1つ見つかると，Gのいかなる生成系もMarkov tripleに対応する．よって，Gの
生成系に対する J ( f, g)の最小値を与えるのは (tr ( f ), tr (g ), tr ( f g)) = (3, 3, 3)のときであり，
先述の通りこのような生成系 (U, V )が必ず存在する．この U, Vに対して J (U, V ) = 9なの
で，次を得る．
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Theorem 4.5（Y.）.   擬フックス型穴空きトーラス群 G < PSL (2, C)について，tr ( f ), tr (g), 
tr ( f g)  Zを満たす Gの生成系 f, g  PSL (2, C)が存在すれば，J (G) = 9．
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