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1はじめに

　数理計画法が適用されるとき，その係数には推定値を用いることが多い。係数を推定値で代用

した場合，推定誤差の影響は最適化へ波及する。それならば，どのような推定量が望ましいのだ

ろうか。

　本研究では多変量正規分布NK（μ，Σ）の母数を係数とする二次計画問題

　　　　　　　　　　　　　　　　max　aμ’X－X’ΣX

　　　　　　　　　　　　　　　　s．t．P’x＝M，x≧0

と最尤推定量との関係を考察した。ただし，pはK次元列ベクトルである。そして，推定の評価

基準を目的関数に関する平均二乗誤差としたとき，次の条件

　　　　　　　　　　　　　　　　　・≧M／P’z－’p

が成立するならば，平均ベクトルFと分散共分散行列Σの最尤推定量が漸近的に非許容的である

ことを証明した。さらに，最尤推定量を漸近的に優越する平均ベクトルの推定量が縮小推定量で

あることも示すことができた。

　p＝1，M＝－1とすると，この二次計画問題は資産選択問題における平均・分散モデルとなる1。

そのため，最適化に対する推定誤差の影響は金融工学の分野で関心が高く，多くの研究がこの問

題を取り上げている。しかし，陽表的に表すことができない二次計画問題の最適解の標本分布を

求めることは非常に難しく，統計学的に十分な成果が得られているとは言い難い。

　ここで最適解（最適資産配分量）の統計的性質に関連した，これまでの研究を簡単に紹介して

おく。Jobson　and　Korkie［3］は平均と分散を不偏推定量で代用したときの最適解の漸近分布を

導出した。最適解の統計的性質を初めて明らかにした点は評価できるが，この研究は具体的に推

定量を提案したものではない。最尤推定量の下で近似的な最適解の標本分布を求めたBritten－

Jones［1］についても同様である。平均・分散モデルを前提に望ましい推定量を提案した研究

は，平均ベクトルのスタイン推定量（スタイン推定量は縮小推定量である）を提案したJobson，

1Markowitzにより提案された現在の資産運用における標準的な手法。
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Korkie　and　Ratti［4］が唯一と思われる。この提案は残念ながらスタイン推定量の性質2からの類

推であり，最適化への影響を考慮して求めた結果ではない。資産選択モデルを平均・分散モデル

に限らなければ，実は多くの研究が縮小推定量を提案している3。しかし，これらの提案には縮小

推定量が決定理論の立場から望ましいという以外に理論的根拠はなく，いずれも予想の域を出た

ものではない・事実本研究が示したよう｝・，条件a≧M／P’Z－’pが成立しなけれ｝a“，縮

小推定量が最尤推定量より望ましいとは限らない。

　この論文は次のように構成される。次章で二次計画問題への適用を前提とした母数の推定問題

を定式化する。ここで漸近的に最尤推定量が非許容的であることと，そのための十分条件が定理

として示される。この定理は第3章で証明する。

2問題の定式化と母数の推定方法

2－1問題の定式化

　本研究が扱う二次計画問題は，正規分布NK（腱，Σ）の母数を係数とした

　　　　　　　　　　　　　　　　max　aμ’X－XΣX

　　　　　　　　　　　　　　　　s．t．P’x＝砿x≧0

である。この二次計画問題を問題1と呼ぶことにする。特に断りのない限り，本研究では問題1

の最適解をXと書くことにする。Xが任意の許容解ではないことに注意する。そして，最適解に

対応した目的関数の値は

　　　　　　　　　　　　　　　　　π＝αμ’x－xΣx

と書くことにする。

　問題1は未知母数μ，Σに依存するため，実際にはμ，Σに推定値を代入した二次計画問題が用

いられる。この二次計画問題の最適解を童とすれば，この値は問題1の最適解Xの推定量と考え

ることができる。最適解食の下での目的関数は

　　　　　　　　　　　　　　　　it＝aP’盆一盆Σ盆≦π

と書くことにする。推定量盆は二次計画問題の最適解と定義されるため，実際に統計的推測の対

象となるのは正規分布の母数である。しかし，二次計画問題の目的を考えれば，母数の推定量は

真の値からの誤差に基づいて評価すべきではなく，目的関数売の誤差に基づいて評価すべきであ

る。そこで，正規分布の母数を推定する評価基準として，本研究では次の平均二乗誤差

　　　　　　E（irt一売）2＝（元一E（Aπ））2＋E（7i－E（7i）））2＝バイアス2＋分散

を採用する。ただし，通常の推定問題とは異なり，この場合は真の値πだけでなく推定量に対応

する目的関数鳶も未知であることを注意しておく。

2多変量正規分布（3次元以上）の平均ベクトルを同時推定する問題で、スタイン推定量は平均二乗誤差

　の下で最尤推定量を優越するという性質。

3Frost　and　Savarino［2］、Jorion［5］などが主要な研究である。
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　　　　　　　　　　　二次計画問題における最尤推定量の漸近的非許容性（森）

　本研究で基準とする推定方法は最尤推定である。Rj；ゾ＝1，＿，nを1＞K（μ，Σ）に従う独立な確

率変数とすれば，平均ベクトルと分散共分散行列の最尤推定量は

　　　　　　　　　　μ＝吉熱・£一譲国一μ鼠一P）

である。最尤推定量により定義された二次計画問題を問題llと呼ぶことにする。問題Hの最適解

は食とし，対応する目的関数は売とする。

　一方，漸近的に最尤推定量を優越する推定量として，本研究では次の推定量のクラスを取り上
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　　　　Aげる。そのクラスとは，各成分がゼロに確率収束する統計量Po，Σoと，1に収束する正の実数列
｛ヱ㌔｝，｛Sn｝により

　　　　　　　　　　　　Pii＝rn（A　　　　　 A貼＋μo），Σ＝Sn（£＋£。）

と定義される推定量のクラスである。明らかに，推定量μ，Σは一致推定量である。これらの推定

量により定義される二次計画問題を問題皿とし，その最適解は玄，対応する目的関数は元とす

る。ただし，t、＝rn／S、とすれば，

　　ma・a・．（Pt’＋μ1）X－X智。（£＋£6）・⇔ma・atn（μ’＋μ6）・一・’（£＋£6）・

となるので，実際にはs。≡1としても一般性を失うことはない。そこで，本研究では実数列
｛t．｝を前提に議論を進めていくことにする。

　ところで，最尤推定量が漸近的に非許容的であることを証明するには，問題1を標準化した次

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノの二次計画問題を使う必要がある。その二次計画問題とは，Σ＝TTを満たす正則行列Tによる
変数変換Y＝（T’）－IR～NK（V，1）に対応した

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ　　　　　ド　　　　　　　　　　　　　　　maxOVZ－ZZ

　　　　　　　　　　　　　　　s．t．　q’z＝m，T　iz≧0

である。各係数と行列は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（T’）『lp　　　　　　ルf
　　　　　　　　　　v＝（T’）一’μ，q＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，m＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P’Σ一1P　　　　　P’Σ一ip

と定義される。この問題の最適解をZとすれば，問題1の最適解Xとの間には

　　　　　　　　　　　　　　　　　　xニT『iz

という関係が成立する。当然，最適化した目的関数の値も，

　　　　　　　　　　　　　π＝aV’Z－Z’Z＝aμ’X　一　xEx

と等しくなる。
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2－2母数の推定方法に関する漸近的な結果

　二次計画問題への適用を前提とした多変量正規分布の平均ベクトルと分散共分散行列の推定方

法について，次の定理が成立する。また，この定理は次章で証明する。

定理　平均二乗誤差の下で問題Hの推定量売を漸近的に優越する問題皿の推定量元が存在するた

めの十分条件は
　　　　　　　　　　　　　　　　・≧M／P’z－ip

が成立することである。このときの平均ベクトルの推定量は，正数ε。＜1，εn→1を下限とし
　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　　　　Aた縮小因子ε。＜tn＜1により蘇＝t、（μ＋歯）と表すことができる。

　この定理は二次計画問題が十分条件を満たしていれば，平均ベクトルの望ましい推定量が縮小

推定量であることを意味している。既に述べたように，金融工学の分野で最適化問題への適用を

前提に推定方法を考察した研究は，望ましい推定量として縮小推定量を提案している。したがっ

て，縮小推定量という予想は本研究が示した定理によって，漸近的な意味ではあるが，理論的に

保証されたことになる。そして，この予想が成立するための十分条件も示すことができた。

3定理の証明

3－1仮定
　前章で提示した定理の証明では，一般性を失うことなく

●問題1の最適解についてX＞0が成立する。

と仮定する。この仮定により問題1で非負条件を考える必要がなくなり，以後の議論を簡潔に進

めることが可能となる。

　一般性を失わないことは次のように示すことができる。Lagrange乗数をλ，スラック変数を

uf＝（Ul…UK）≧0とすれば・最適解が満たすKT条件は

　　　　　　　　　　　一2Σx＋u＋λP＋a晒＝O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　P’x－m＝O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　UkXk＝0；ノbr　a〃k

となる。ここで，一般性を失うことなく，

　　　　　　　　　　　　　Xkニ0⇔〃k＞0；k＝1，＿，K

　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ　　　　　　　　　　ノ　　　　　　ノ
が成立していると仮定する4。いま，X＝（Xl　X2）と分割したとき，Xl＞0，X2＝0であると

4Xk＝0〈＝Uk＞0だが・逆が成立するとは限らない。ちょうど・Xk＝Uk＝0となるこも起こり得る。
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二次計画問題における最尤推定量の漸近的非許容性（森）

しよう。同様に，他のベクトルと行列も

　　　　　　　　　u＝〔：1〕・戸＝〔ll〕・Σ＝〔lill二〕・P＝〔；1〕

と分割する。仮定よりUl＝0，U2＞0となるから，このときのKT条件

　　　　　　　　　　　　　　　　一2Σ11x1＋λP1＋aμ1＝O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　plXl－m＝0

　　　　　　　　　　　　　－2Σ12x1＋u2＋λP　2＋aP　2＝0

から，X1はμ1，Σ11，p1によってのみ決められることが分かる。そして，　X，Uはμ，Σについて連続

だから，微小な母数の変化μ＋△μ，Σ＋△Σに対応した最適解をX＋△X，U＋△Uと書くことにすれ

ば，

　　　　　　xl＋△x1＞0，u2＋△u2＞0⇒x2＋△x2＝0，u1＋△ul　・　O

がやはり成立する。このように，最適解のF，Σによる摂動を調べるには，Xk＞0となる変数に

ついてのみ調べれば十分である

　定理の証明は問題Hと皿の最適解愈，童の漸近分布に基づいて進められる。二つの問題に対応

した正規母数の推定量はいずれも一致推定量だから，最適解の漸近分布を調べるということは，

最適解の真の母数による摂動を調べることに外ならない。以上が問題1の最適解xを正と仮定し

て一般性を失わない理由である。

3－2最適解の漸近分布

　準備として以下のベクトルと行列を定義しておく。まず，分散共分散行列の非対角成分は重複

しているので，ここではK（K＋1）／2個の非重複部分を並べたベクトルを

　　　　　　　　σ’＝（σ11…σ1。σ22…σ、。…σ。．1，。．1　・。．．IK　OICkr）

と書くことにする。次に，n次元ベクトルxに対してn×n（n＋1）12型行列w、を

Wx＝

Xl°”Xn

と定義する。行列W、は明らかに線形性を持つ。

X2’°’Xn

0

0

Xn

　さて，定理の証明はt、≡tNlと固定して議論を進めていく。そして，　t〈1ならば漸近分

布の下で推定量μ，σが最尤推定量を優越することと，このようなtの下限が標本数nに依存す

ることは証明の最後に示される。
　　　　　　　　A　　　　　　　　　　A　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　む　　　　A　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　まず，問題皿でpa≡　O，Σo≡0，すなわち，μ＝’μ，Σ＝Σとした場合の最適解xの漸近分布か

ら考えていく。問題1で係数ta，　ti≡1をと変化させたときの最適解をXtと書くことにすれば，仮

定からt＝1の近傍で非負条件は不要だから，この値はLagrange乗数法を用いて求めることが
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できる。そこで，
　　　　　　　　　　　　H＝Σ”（i－SPP’Σ”），s＝1／P’Σ一1P

とすれば，最適解は

　　　　　　　　　　　　　　　Xt一肇H戸＋sM£1P

となる。t＝1のときの最適解Xtは問題1の最適解Xとなるから，

・’一・＋
諱i’－1）Hμ

が成立する。最適解Xtの母数μ，Σによる偏導関数を行列Gtで表せば，行列Gtは

　　　　　G，＝〔∂x　　∂x　　t　　　　　　t∂μ’　∂σ’〕

　　　　　　　＝⊂号H－HWxt）　＝⊂f’　H　－HW・　－9（t－1）鯛

となる。この導出は付録1に載せてある。行列Gtは，次の行列

　　　　　　G一らL＝⊂9H　－HW．），B＝＝⊂9H－9HW・・）

により，

　　　　　　　　　　　　　　　　G，＝G＋（t－1）B

と表すことができる。

　最尤推定量F，σの漸近分布を

　　　　　　　　　　　石　　一

と書くことにすれば，問題皿の最適解xの漸近分布は

となる5。ここで，t＝1とすれば問題Hの最適解☆の漸近分布となる。すなわち，

　　　　　　　　　　〔〔1〕〔暮〕〕⊥・N・・・…1）／2ゆ）

布〔量十＋9（t－1）Hp｝〕蝋（・・（G＋（’－1）B）D（σ＋（’－1）Bf））

　　　　　　　　　　石（X－X）」→1＞。（0，GDG’）

である。いずれの漸近分布も分散共分散行列の階数はK－1だから，これらの多変量正規分布は密
　　　　　　　　　　　　ノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ　
度関数が存在しない。P（p食＝ルの＝P（px＝M）＝1という性質から，これは当然の結果であ

る。

5Rao［6］，p388，（iii）を用いた。
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　　　　　　　　　　　　二次計画問題における最尤推定量の漸近的非許容性（森）

最後に推定量Pt＝t（A　　　　　Aμ＋Po），i＝£＋£。についての議論に戻ると瀦論から言えば対応

　　　　　　　　　　　　　A　　ね　　　　Aする最適解xと推定量晒＝琳，ΣニΣに対応する最適解は同じ漸近分布を持つ。これは後者の漸近

分布を求めた議論と，次の二つの性質から明らかである。まず，

　　　　　　　　（ia．＋i］・。）一直＝μ。－2→0，（£＋£。）一£＝£。一ヱ→0

　　　　　　　　　　　　　　　A　　　　N　　　　A
が成立するから，F＋μo，Σ＋Σoは最尤推定量と同じ漸近分布を持つことである。二点目は，

p＿2→’μ，至＿ヱ→Σだから，既に定義した行列Gtを，そのまま適用できるということで

ある。

3－3定理の証明

　平均二乗誤差はバイアスの二乗と分散の和に分解される。ここでは

　　　　　　　　　　　　　　　ft，fi≦π⇒E㈹，　E（ft）≦π

が成立するから，期待値の大小とバイアスの二乗の大小は一致する。したがって，各推定量の漸

近分布の下で

　　　　　　　　　　　εn＜t＜1⇒E（fi）＞E（元），V（ft）＜V（fi）

を示せばE（ft　一π）2＜E（it　一π）2となり，定理を証明したことになる。

まず，E㈹＞E㈹を証明する．問SWにおける目的関数π詔雌疎Σ勤漸近分布に

関する期待値は

　　　E㈹＝ap’〔・＋号（t－1）Hμ〕一⊂xt＋号（t－1圃Σ〔・＋号（t－1）Hp〕

　　　　　　　－ll；　T・　Z（G＋圃D（G・＋（t－1）B・）

である。ここで，

　　　　　　　　　　　　P’HZHμ一P’Hp・xEHp　＝　9P’Hp

に注意して，t－1の項だけ求めると，この期待値は

　　　　　　　　　　　　　E（π）＝2（t－1）T，ΣGDB’＋（・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぞ

となる。付録2で示すように，TrΣGDB＞0だから，

　　　　　　　　　　　　　£E㈹同＝一；…B’・・
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が成立する。これは期待値E（元）がt＝1の近傍でtの減少関数ということである。この結果か

ら，標本数nに応じて正数ζ．＜1，ζ．→1が存在し，ζ．＜t＜1ならば漸近的に

である。と、wかる．　E㈹・E㈹1。1＝E㈹

　次に，V（元）＜V（売）を証明する。ここでは二次形式の分散に関する

　　　　　X～ぬ，Σ），AニA’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’　　　　　⇒V｛（X’一・’）A（X－・）｝＝2T・（AΣ）2＋4（F－a）AΣA（P－a）

　　　　　　　　　　　　　ノという結果を用いる。Σ＝TTに注意すると，問題皿における目的関数元は

　　　　　　　π＝aP’li一宝「Σ宝

　　　　　　　　一一〔i’T’－ll・P’T－’〕⊂T量一ia（T’）”・P〕＋去・2函

と書くことができる。漸近分布におけるTxの期待値と分散は

　　　　　　　　　　E㈱＝4’mp＋sMTΣ一lp

　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　V（Ti）＝TV（窟）T’

　　　　　　　　　　　　　＝⊥T（G＋（t－1）B）D（G’＋（t－iB’tr’

　　　　　　　　　　　　　　　n

である。したがって，P’G　＝P’Bニ0，HΣG＝G，HΣB＝Bに注意すれば・

V（π）＝2Tr｛iT（G＋（t－1）B）D（G’＋（t－1）叫2

　　　　＋4〔号噸TLTつ＋・Mp　’Z　一’　T’）

　　　　・｛吉T・＋（t－1）B・）D・（G’＋（t－1）B’）Tt｝〔号（tm－（T’）”’）P　＋　・MTZ”’p）

　　　　＝ろT・Σ｛（G＋（t－1）B）D（Gt＋（t－1）Bt）｝2

　　　　　n
　　　　＋．gZ（t－1）・μ’（G＋（t－1）B）D（G’＋（t－1）B’）μ

　　　　　4n

であることが分かる。この値をt－1の項だけ求めると，
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7㈹一」喜T・Σ｛（G＋（t－1）B）D（Gt＋（t－1）B’）｝2＋（・）

　　　一与Σ｛GDG’＋（t－1）ゆB’＋BDG’）＋（t－1）2BDB’｝2＋（・）

　　　　n

　　　＝与Σ｛（・－1）ゆGゆB’＋BDGr）＋ゆB’＋BDG’）GDGt）＋（・）｝＋（・）

　　　　n

　　　一菩（t－1）T・ΣGDG’GDB’＋（・）

　　　　n

となる。付録3で示すように，TrΣG1）G’GDB’＞0だから，次の不等式が成立する。

　　　　　　　　　　　　書7㈹同＝嘉一G’GDBr＞・

この結果は，正数ηnく1，ηn→1が存在し，ηn＜t＜1ならば漸近的に

　　　　　　　　　　　　　　　　V（iir）くV（fi）し。、＝V（7t）

で　ることを意味している。

　そこで，正数ε・をεn＝max｛ζn，τ1　n｝＜1と定義すれば　ε・→1であり，漸近的に

　　　　　　　　　　　εn＜t＜1⇒E（π）＞E（元），V（π）＜V（允）

となる。したがって，漸近的に

　　　　　　　　　　　　　　　　E（π一π）2く廊一π）2

が成立する。実数列　｛tn｝は条件ε。＜t．＜1；n＝1，2，…を満たすように選べばよい。以上によ

り定理は証明された。
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4まとめ

　本研究では，二次計画問題の係数として多変量正規分布の平均ベクトルと分散共分散行列を推

定する問題について考察した。そして，ある条件が成立しているならば，慣例的に用いられてい

る最尤推定量が漸近的に非許容的であることを証明した。平均ベクトルの縮小推定量が最尤推定

量を優越することも示すことができた。これは既存研究の予想と一致している。したがって，本

研究は既存研究の予想を漸近的な意味において正当化し，その十分条件を明らかにしたという意

味で詳細に記述したことになる。

　もちろん，どのような推定値を用いるべきかという問いに対して，この定理は不十分と言わざ

るを得ない。最尤推定量が漸近的に非許容的であるという主張だけで，縮小因子の下限ε、が具

体的に示されていないからである。この値を評価するには係数tの四次式となる分散の評価式

7（元）＜π売）を代数的に調べる必要があり，これが未解決の問題として残されている6。さら

に，標本数に制限のある現実の問題では漸近的性質にあまり意味がないことも指摘する必要があ

ろう。

　今後の課題は，上で述べたように縮小因子の下限を正確に評価することと，縮小推定量が望ま

しいという主張を小標本下で検証することである。また，定理では二次計画問題の係数として正

規分布の母数を仮定しているが，この仮定に関する頑健性も興味深い課題と言うことができる。

〈付録1＞

　ここでは行列G，の導出を説明する。問題1で係数をa→ta，　ti≡1と変化させた二次計画問題の

Lagrange関数Lと，その偏導関数は，　Lagrange乗数をλとすれば，

L＝atμ’X，－xIΣX、＋λ（P’X、－M）

∂L

－＝atμ一2Σx，＋λP
∂Xt

∂L

菰＝P’Xt－M

である。∂乙／∂XtをLI…」乙K，∂L／∂λ　をLK＋1とすれば各LKの偏導関数行列は

6期待値に関する下限がζ．＝1－8Tr　£GDB’／（ηa2μ’Hp＋4TrΣB1）B’）であることは・評価式

E㈹＞E㈹から容易に求めることができる。
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となる。この結果に陰関数定理

　　　　　　　　　　　　　　　∂x　∂x
　　　　　　　　　　　　　　　　t　　　　　t
　　　　　　　　　瑠橿璽一儲λ）ア轟）

　　　　　　　　　　　　　　　∂F’　∂σ’

を適用すれば，最適解Xtの母数μ，Σによる偏導関数行列Gtを求めることができる。右辺の逆行列

は各小行列により

　　　　　　　　〔∂th．1λ））“’〔細ア〔謬㌘〕

と表される．ただし，H一Σ一’（1－SPP’Σ一1），s＝1／P’Σ一’pである．

〈付録2＞

不等式TrΣGD豆＞0を証明する。ここでは標準化された問題1を用いるので，各行列や係数は

　　　　　　　　　　x→z，腿→v，Σ→1，P→q，M→m

　　　　　　　　　A　　　Aとなる。最尤推定量μ，σの漸近分散は，正規分布が1＞K（V，1）の場合は

iD－i〔1κ00A〕・Aじ∴・A・・）一糊

である。行列H＝1－qqが階数K－1の直行射影行列であることに注意すると，

　　　　　　　T・GDB’＝T・（liH　－Hvv・）（5　ll〕園

　　　　　　　　　　　　＝誓（K－1）＋｛1　T・　W．AWfi。　H
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なる。対角行列Aのサイズを

　　　　
A→A＝

　
（
～
A

0

0

NA
　（K）

・λωニ

kOK．kOOA　（k）〕

と拡大すれば，第二項は次のように書くことができる。

　　Tr　W、　AWfi．　H

鵡…二〕〔∵・・∴〕〔lv…e．lts，…劃

　　　K
　＝Σ（1－gZ）・’λ，，，　Hv

　　　k＝1

＝⊂9・’H＋mq’〕｛書（i　一　q2）λ・k・｝H・

最後の二次形式にある対角行列を

　　　　　　・噸o－93）一細…書。－9是）一号。剣

　　　　　　　二diag（θ1…θ。）

とおく・Σq2－1に注意すると，θ1≦…≦θκであり，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5　　　　　2
　　　　　　　　　　　　　　　　　k－5＜e・＜k一す

であることが分かる・ただし・ここでは0≦θ1＜1／3となるように各変数は並んでいるものとす

る（一般には0≦θ1＜1／3である）・

　さて・v∈Rκであるが，行列HはRK→V（q）⊥への射影行列だから，ξニHvとすれば，

このベクトルはq’ξ＝0と特徴付けることができる。そこで，この制約の下で，

　　　　　　T・W・AWfi・H＝〔9・n一ゆHv－q⑥ξ＋9ξ’eξ
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の最小値を求めると，その値は

　　　　　　　　鶉呵・ξ＋9Cl・ξ一一t〔q’・q一ぜよq〕

となる。この結果をTrGDB’に代入すると次のようになる。

　　　　　　　　　一＝誓依一1）＋9⊂呵・ξ＋号ξ・ξ）

　　　　　　　　　　　　　　≧誓依一1）一誓〔q’eq一ぜ歳〕

行列0の最大固有値はθKであり，最小固有値はθ1＞0だから，

　　　　　　　　　q’・α一ぜ歳・e・一古一e・－e，・K－1

となる．固有値a，θKはベクトルqの関数であるが，最後の不等式は臆のqにS寸して成歯る・

とを注意しておく。最後に，定理の仮定a≧mを使えば，

　　　　　　…’〉！f－　（K　一一i）一誓依一1）一去（a・－m・）（K－1）・・

であることが分かる。

〈付録3＞

　ここでは不等式TrΣGDG’G1）B’＞0を証明する。証明では付録2と同様に，標準化された

問題1を用いる。不等式の各行列を小行列により表すと

　　　Tr　GDG’GDB’

　　　－Tr〔｛19H・｛1　HW，AW；H・誓凧岬・9HW・AW　HW．AWfi．H〕

　　　一誓〔！IZT・H・ii　T・　HW，AWkv　H〕

　　　　　2
　　　・争脚監H・号駅A監（HW．AWfivH）
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となる。付録2で示したように第一項は正だから，残りの部分が正であることを示せば証明は完

了する。まず，

　　　　　　　　　　　　　　z’A（1）z　　O

W．AWI　＝　　　°・．
　z　　　　　z

　　　　　　　　　　　　　　　N　　　　　　　　O　　　　　z’A（κ）z

に注意すれば，HWzAW2Hの対角成分が正であることは明らかである。そこで，この対角成分

をΨ髭；k＝1，．．．，Kと書くことにする。第三項（のトレース部分）は

T・・W・・AWfi・・（HWzAWfiv　H）＝
巣ｵA・Hv一繧聡λ・・｝H・

となるから，付録2と同様にして評価することができる。そこで，

　　　　Ω＝di・g〔V，　－3Ψ，…書骸一詞＝di・g（・・i…c・K）

とおけば，0＜ω1〈…＜ωκだから，

繧病｝Hv＝z’9H・≧釜〔q・Ωq一嗣≧一釜圓

であることが分かる。以上から，

　　　！1－T・HW，AWkvH＋号剛W缶帆AW調

　　　≧鷺聯誓叫呼艶＋詞誓緩一鯖）・・

　　　　　　　　　　　　　　ノ　　　　　　　　　　’が成立する。ゆえに，TrΣGI）G　GDB＞0であることが証明された。
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