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ある条件下における確率変数の期待値と
　　　　　　　　　その数値計算法

森　治憲　新居玄武

1．問題の提起と定式化

　企業が，自社製品のマーケット・シェアを，自社及び競合他社が投下した広告費に応じて予測

するという問題を考えてみよう。ただし，過去のデータから，各製品のマーケット・シェアの分

布と広告費との相関係数は推定されているものとする。一つの方法として考えられるのは，広告

費を説明変数として離散選択モデルを適用することであるが，ここでは，シェァと広告費との関

係を直接表現する相関係数を用いて予測する方法を考える。このシェア予測は，シェアの合計が

1，さらに全製品の売上合計と広告費の相関係数を固定するという制約下での予測問題となる。

そして，平均二乗誤差の意味で最適な予測値が条件付期待値ということから，所与の広告費の下

で最適な予測値は，上記二つの条件を課したときの条件付期待値になる。

　　この予測問題は次のように定式化される。製品の個数をT個（T≧4）とし’，各製品のシ

ェアをτ次元確率変数ベクトルX’＝（Xl…X，）で表す。対象とする企業のシェアは第1成分X、

とする。また，Xは同時密度関数f（x）を持つことを仮定する。

　全成分が1のT次元列ベクトルをeとすれば，シェアの合計が1という制約は，

e’X＝1

と表される。これを条件1と呼ぶことにする。T個の製品のシェアと対応する広告費の相関係数

をr∈（－1，1），r≠0とする。相関係数は平行移動と定数倍に関して不変だから，各製品の広

告費μF＝（μ1…Ll　，）は，

T　　　　　　　　　T

E）p，一αΣμ1ニl

t＝1　　　　　　　　t＝1

と基準化されているものとする。ee’＝Eとすれば，シェアと広告費との相関係数がrという制約

は，

　　　　　　　　　　　　　　　＃・x－rXf（・一沖

と表すことができる。これを条件Hとする。

1条件を満たすXを求めるという意味ではT22で十分であるが，解法を示すうえで最も一般的

な状況はT＞4の場合である。
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本稿では，条件1とHを与えたときの条件付期待値，

・←醐μx－・r（帥

の導出について考察していく。

2．数値計算のための公式

　前節で定義した条件付期待値を解析的に求めることは一般に困難である。Xの確率分布かT変

量の一様分布に基づいて，条件を満たす乱数を発生させることができなければ，通常のモンテカ

ルロ法による数値計算を適用することもできない。ここでは，実際に乱数を発生させることがで

きる確率分布を用いた数値計算の方法を説明する。

　この節では，前述した確率モデルを一般化して議論していく。RTにおけるT次元開区間ズの

部分集合から成るBore1集合族をBとし，　PをBorel空間（IT，B）で定義された確率測度とする。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t
そして，Xを，　Borel空間（1T，B）上の値をとる確率空間（1’，B，P，）で定義された絶対連続型の確率

変数ベクトルとする。Xの同時密度関数をf（x）とし，

　　　　　　　　　　　　　　　　　x∈1τ⇒∫ω＞0

を仮定する。ここで条件を，m個（m＜T）のBore1可測関数C，（x）；ノ＝1，…，　mで定義された陰関

数に一般化する。Cを関数ベクトルとして，条件をC（x）＝0と表すことにする。条件を満たす点

2x∈1τのBorel可測集合r＝lxlC（x）＝0｝∩ITの部分集合から成るBorel集合族をBr＝lAIA＝B∩

CB∈B｝と定義して，各考の条件付期待値を弓（X，lB，．）と書くことにする。

　ここで，Xの各成分X，は独立に分布し，開区間ズ上のT次元一様分布に従っている場合を考

えよう。確率測度をP、、とする。XはBore1空間（1’，　B）上の値をとるから，

E，，（x，1BF）－f．X，dP，，（x1B．）；’－1，…，τ

を満たす正則条件付確as　P．（・1　B．）が存在する。正則条件付確率は確率測度だから，この正則条

件付確率孔（・IB，）を確率測度Uと表すことにする。

　このとき，次の定理が成立する。

定理2－1
E，（X，1B，）－cf．x，！（x）dU（x）：ド1，…，7

ただし，Cは基準化定数である。

2ベクトルx’＝（κ1…XT）が与えられたとき，座標（Xl，…，XT）を持つ点を表すのに，同じ記号

“x” �gうことにする。
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　証明は補足で与えられる。ここでは，確率測度Uが具体的に構成されていないため，条件付

期待値を解析的に求めることはできない。しかし，この定理から数値計算のための公式が導かれ

る。

　条件C（x）ニ0を満たすT次元乱数を，xの確率分布あるいはτ次元一様分布に基づいて発生

できるとは限らない。そこで，新たにXを，実際に乱数を発生できる確率分布に従う絶対連続

型の確率変数ベクトルとしよう。確率測度はPとする。同時密度関数はg（x）とし，ここでも，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，q

x∈1τ⇒8ω＞0

を仮定する。条件C（X）＝0を課したときの正則条件付確率をP，，（・IBr）とすれば，次の定理が

成立する。

定理2－2

確率分布P，（・1B，．）に従う確率変数ベクトルx’．＝（x、n，＿，x。，，）；n＝1，2，…はnに関して独立である

ものとする。各tについて，

客緒i蚤1

碧畿；
一L・E，（x，1Br）

が成立する。

　証明は補足で与えられる。以下の議論では，同時密度関数gを元の同時密度関数fと区別して

加重関数sと呼ぶことにする。

　条件を満たすT次元乱数Xを発生させることができれば，この公式を用いて条件付期待値E
　　　　　　　　　　　　jl　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t

（X，lB，）の一致推定量を求めることができる。この数値計算において定数は約分されるので，

同時密度関数fの基準化定数と，乱数X，iを発生させることができれば，加重関数gの基準化定数

は不要である。

3，加重関数の導出

　第一節で提起した問題に議論を戻そう。ただし，確率モデルを次のように拡張して考えていく

ことにする。まず，Xの定義域をT次元開区間，

1’＝（ml，Ml）×…×（M，，　M，）

3モンテカルロ法における加重サンプリングから名前をとった。条件付期待値の導出方法は加

重サンプリングと同じ考え方である。しかし，加重サンプリングは推定量の分散を減少させ

るために用いられる。
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とする。シェアの合計が1という条件1は，T次元列ベクトルwの各成分を重みとした加重平均

がuという条件，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　w’x＝u

に一般化する。この条件を改めて条件1とする。ただし，Σ戦＝1桝≧0は当然だが，基準化さ

れた広告費μに関して，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　JU　＝　aw＋be

を満たす実数a，bは存在しないことを仮定する。

　条件1を満たす点xの集合F1と条件Hを満たす点xの集合F，により，すべての条件を満た

す点xの集合をF＝F、∩r，，∩ズと表すことにする。ここで，点u＝（u，…，u）を始点とし，点x∈ズ

を通る直線を，

　　　　　　　　　　　　　’（x）＝lz　l　z＝a（x－ue）＋ue，　a＞0｝

と定義すれば，

　　　　　　　　　　　　　　　　　r，∩F，＝∪’（x）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t∈rl∩rを

であることが容易に示される。次の関係は明らかである。

F，∩r，＝Ul（x）

　　　x∈RT

　この包含関係から，まず，点uを始点とする直線1∈1「、∩F，を選び，次に，直me　1上の点x∈

∫「を選ぶという方法でT次元乱数x∈Fを求められることが分かる。そこで，本稿では数値計算

を容易にするため，

i）点uを始点とする線分L⊆ITには等確率が定義される。

ii）その線分L上の点xには等確率が定義される。

を満たす加重関数8（x）を提案する。

　開区間ITの境界を∂ズとし，点uが始点で点x∈ズを通る直線1（x）の境界∂ズまでの部分を線

分L（x）とする。この線分の長さ1乙（x）1により，加重関数を，

・ω一
P、ε）1・x∈・’－lu｝

と定義する。前節で述べたように，基準化定数Cを求める必要はない。この加重関数が前出し

た二つの要請を満たすことは補足で示される。

　線分乙（x）は直線’（x）の境界∂ズまでの部分だから，1（x）が∂ITと交わるときの係数aが分

かれば，線分L（x）の長さlL（x）1を求めることができる。このときの係数aの値は；

i）x＞uとなるxの中でz＝Mとなる係数aの最小値
　　t　　　　　　　　　　　　　　t　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r
ii）x＜uとなるxの中でz＝mとなる係数aの最小値
　　t　　　　　　　　　　　　　　　’　　　　　　　　　　　t　　　r

のうち小さい方である。この値をx∈1Llulの関数としてA（x）＞0とすれば，
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　　　　T（＋｝＝　ltlx，＞u；t＝1，＿，T｝

　　　　T（一）・　ltlx，＜u；’＝1，＿，TI

　　　　A（＋L血・｛A，1・，－4’≡1・’・T（”（x）｝

　　　　AC”－Mi・｛A，A一蜘，t∈Tl－）（x　　x，『u）｝

　　　A（X）＝min　IA‘＋｝（X），A（一｝（X）｝

である。直線’（x）と境界∂ITとの交点zの座標は，

　　　　　　　　　　　　　　z，＝Aω（κr－u）＋u；tr－1，…，τ

だから，点uと点zを結ぶ線分L（x）の長さは，

　　　　　　　　　　　　　　　　IL（X）1＝A（X）Σ（Xt－U）2

となる。

4．乱数発生の方法

T次元乱数を発生させる方法は，

i）点uを始点とする線分L⊂rを等確率で選ぶ。

ii）線分L上の点xを等確率で選ぶ。

という二つのプロセスに分けて考えることができる。結論から先に述べると，この論文では，T

変量正規分布N（ue，1）を用いて線分L⊂rを選ぶ方法を提案する。このプロセスにおける確率モ

デルは，正規乱数を乱数Xと区別してyとすれば，

Y～1＞（ue，1）

s．t　w’Y＝u，μy＝r Y’
i・－i・）Y

である。

　正規分布N（ue，1）を用いるのは，点uを始点とするすべての直線に等しい確率が定義されるか

らである。したがって，乱数yから直線1（y）を求めたということは，点uを通るすべての直線

1⊂F、∩F，の中から直線1（y）を等確率で選んだことと同値である。当然，直線1（y）から線分

L（y）⊂Fを求めれば，線分乙（y）も点uを通るすべての線分L⊂rの中から等確率で選ばれた

ことになる。もちろん，点y’∈1（y）を選んでも，線分乙（y）＝L（y’）が選ばれるという結果に

変わりはない。ここから，線分L⊂Fを求めるのに必要なのは，乱数yの値というより，直Wt　1

（y）の方向比，

　　　　　　　　　　　　　　　　Yi－u・Y2－u・°°°・YT一u

であることがわかる㌔

4このように，すべてを「ランダム」に乱数yを求める必要はない。7－2参照。
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　yの乱数を発生させる具体的な方法は次節以降で説明するので，ここでは，乱数yryが得ら

れたものとして，点yから線分L（y）上の点xを等確率で選ぶ二番目の方法を説明する。前節で

定義した関数A（y）を使うと，線分L（y）は，

乙（ジ）＝ixl　x＝α（y－ue）＋麗8，0＜α＜A（y）｝

と表される5。したがって，係数A＝aを一様分布A～U（0，A（y））に従う乱数として求めれば，

線分L（y）上の点xを等確率で選ぶことができる。一様乱数U～U（0，1）を，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　A＝A（y）u

と逆変換すれば，係数aは乱数として求められる。最終的に，すべての条件を満たすτ次元乱数

x∈1「は，

　　　　　　　　　　　　　　　　　x＝a（y－ue）＋ue

となる。

　ところで，線分L⊂rを求める最初の方法では，確率モデルは正規分布1V（ue，1）だから加重関

数gを必要としない。線分L上の点xを選ぶ二番目の方法でも，確率モデルは一様分布U

（0，A（y））だから加重関数gは用いられない。ここから，乱数X∈Fを発生させるのに，加重

関数の基準化定数Cは不要であることが分かる。

　なお，正規乱数y∈1「、∩F，を発生させる方法は，

i）Step　1～Step　5：確率モデルの変換

ii）Step　6～Step　8：乱数の発生

iii）Step　9：変換に伴う調整

という構造になっている。したがって，乱数を発生させるアルゴリズムは，

　「条件を満たす乱数の発生：Step　6→Step　8」

⇒「元の確率モデルの乱数へ逆変換：Step　5→Step　1」

⇒「変換に伴う調整：Step　9」

となる。詳細は次節以降で説明する。

5．加重平均に関する条件1の消去：Step　7～Step　3

5－1　S亡eρ1

　条件llの両辺を二乗して，　Yの2次形式で表された条件に拡張する。　Step　8まで，この条件が

用いられる・行列Rを…　　μ姻’一詞

5y∈ズとは限らないが，線分にL（y）関する前節の議論はそのまま成立する
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と置けば，確率モデルは次のようになる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　y～1＞（ue，1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　s．t．　w’Yニu，　Y’R】1＝0

5－2　Step　2

　Z＝y－ueと変数変換すれば，　w’eニ1だから，加重平均に関する条件1は，

　　　　　　　　　　　　　　　w’Y＝u⇔w’Z＝w’（Y－ue）＝0

となる。yの各成分から定数uを引いても相関係数は変わらないから，二次形式に関する条件
は，

　　　　　　　　　　　　　　　　　Y’RY＝0⇔Z’RZニ0

である。Z～1＞（O，　1）だから，　Zを改めてyと置けば，このyに関する確率モデルは次のように

なる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　y～N（o，1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　s．t．胴レ’YニO，Y’RY＝0

5－3　Step　3

　条件1の下では確率1で線型関係w’y＝Oが成立するため，yの条件付同時密度関数は存在し

ない。まず，密度関数を用いない多変量正規分布の定義を最初に述べておく6。

定義

p次元確率変数yは，Z～N（o，’）によりy＝μ＋GZと表現できるならば，　p変量正規分布N

（μ，Σ）に従うという。ただし，Σ＝GG’であり，　Gは階数がmの（p×〃の型行列である。

　このように多変量正規分布を定義すると，条件1を課したときのyの条件付分布を求めること

ができる。また，行列Aの列ベクトルが張るベクトル空間をV（A）とし，その直交補空間をV⊥

（A）と書くことにする。

定理5・1

　条件wly＝O，llw　ll＝1を与えたときの，　y～1V（O，　1，）の条件付分布は，

　　　　　　　　　　　　　　　yl擢，y＝0～ノV（0，1一汐汐つ

である。ただし，rank（1－ww’）＝T一叢である。

（証明）G：T×（T－1）をV⊥（w）の正規直交基底を列ベクトルとした行列とする。yを直交行

6Rao（1973，8a．2）参照。
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列P＝（Gw）により・ @　・一・z－（・・倒

と直交変換する。Z～N（0，1，）だから，　Z，＝w’y＝Oの条件としたときの，　Z，の条件付分布は

ノV（0，1。．i）となる。

　ところで，条件w’Y＝oの下では，確率1でy∈v⊥（w）であり，確率1で，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Y＝GZ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l
が成立する。したがって，多変量正規分布の定義から，

　　　　　　　　　　　　　　　　yIw’y＝0～N（0，Gσ）

であることが分かる。行列GはV⊥（w）の正規直交基底を列ベクトルとした行列だから一意では

ない。しかし，

　　　　　　　　　　　　　　　PP』（・・）（9：）－G伽帽

　　　　　　　　　　　　　　　　⇒GG「＝卜ww’

であるから，行列GG’＝1－ww’は行列Gの選び方に依存しない。その階数が（T－1）であるこ

とは明らか。以上により，

が示された。（証明終）

Ylw’y＝O～1V（0，卜ww’）

　定理5－1を適用するため，wl　ll　，v　Hを新しくwと書くことにする。この段階で，確率モデルは

条件1が消去された構造となる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　Y～1V（0，∬－ww’）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　s．t．　　yワRY＝0

6，二次形式の標準化　Step4～Step5

6－1　Step4

　直交行列P＝（Gw）を用いて，　y～N（o，’－ww’）をy＝pzと直交変換すると，　zの同時分布

は，

　　　　　　　　　　　E（Z）＝P’E（Y）＝O
　　　　　　　　　　　Var（・）一（露1）GG’（・・）一（6”，）（・T－1・）一（か名）

のT変量正規分布となる。各乙は独立であり，Z，は確率1でゼロだから，以下の議論ではZ～1V

（0，㌃ρだけ考えれば十分である。そこで，新しくy＝GZと置けば，確率モデルは次のように

なる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　Z～1V（0，1，－1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　s．t，　Z’（アRGZ＝0
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6－2　Step　5

α＝G’p，fi＝G’τ，τ＝e1V7Tと置く。行列G’RGの固有多項式は，

lx卜G…G1－x・－GPt・碗←÷功・1

一1（x＋r2）∬一（α…’＋r26fi　’）1

だから，その固有値はαα’＋r2ββ’の固有値からr2を引いた値である。まず，二つの補題を述べ

ておく。

補題6－1

α＝G’μ≠0

（証明）行列Gの列ベクトルはV⊥（w）の正規直交基底だから，

　　　　　　　　　　　　　　　　　α＝o⇔μ∈v（w）

である。すなわち，α＝0とμ＝awを満たす実数aが存在することは同値である。しかし，

μ＝ow＋beを満たす実数a，bは存在しないから，α≠Oである。（証明終）

補題6－2

rank（αα「＋・2ββ’）＝2

（証明）rank（αα’＋r2ββ’）＝2となる必要十分条件は，

　　　　　　　　　　　　v（αα’）∩v（ββ’）＝v（α）∩v（β）＝lol

が成立することである7。補題6－1よりα≠0だから，V（α）∩V（β）＝io｝とはα＝dfiを満た

す実数dが存在しないことと同値である㌔その否定は，

　　　　　　　　　　　α＝4β⇔G’μ＝dG’τ⇔Gt（μ一be）＝O，　b　＝　d／VTT

である。ここで，V⊥（G）＝V（w）だから，μ一be∈V⊥（G）ということは，μニaw＋beとなる実

数a，bが存在することと同値である。すなわち，α＝dfiを満たすdが存在しないことと，

μ＝aw＋beとなるa，　bが存在しないことは同値である。（証明終）

　階数2の行列αα’＋r2ββ’は非負値定符号行列だから，この行列は重複度（T－3）のゼロと二

つの正の値を固有値として持つ。正の固有値をλ，＜λ，すれば，G’RGの固有値は重複度（T－3）

の一〆とλ、一〆，λ、－r2となる。対応する固有ベクトルはαα’＋r2ββ’の固有ベクトルと等しい

から，αα’＋r2ββ’を対角化する（T－1）次直交行列は，　G’RGを対角化することができる。こ

7Rao（1973，　p．31）。

Sα＝β＝0の場合，任意の実数dはα＝dPを満たす。
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の直交行列をgとして，Z～N（0，1，．1）をZニexと直交変換すれば，二次形式に関する条件は，

　　　　　　　　　　X’e’G’RGgXニ（λrrうxi＋（Z2－〆）X9－r2（xl＋…＋Xター1）＝O

と標準化される。ここで，X～N（O，1，．1）だから，各xlは独立にカイ2乗分布X2（1）に従う。

定理6－1で示すように，制約式の係数について，

　　　　　　　　　　　　　　　　　λ1－r2＞0，λ、－r2＜O

　　　　　　　　　　　　A，　　　　　　　　　　　　　　　　　λ2
が成立する。そこで，A＝「至『1，B判一万と置けば，確率モデルは，
　　　　　　　　　　　　r　　　　　　　　　r

　　　　　　　　　　　　　Xl　Xl～X2（1）；　t＝1，…，T－l

　　　　　　　　　　　　　　s．t．　AX＝3BX多十Xξ十…十Xター1，　A＞B＞0

と表すことができる。

定理6・1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　0くλ＜r2＜λ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　1

（証明）固有値と主座小行列式との関係から，

　　　　　　　　　　　　　　　　al＋λ，＝tr（αα’＋〆ββり

　　　　　　　　　　　　　　　　　λ・λ・＝乙1（αα’＋伽’）s・1

が成立する。ただし，

　　　　　　　　　　　　　（・〃軌・ぽ携£α溜

　　　　　　　　　　　　Kαα’＋・2β釧＝・2（α1β，2＋α1β3一α，α，β，β）

である。λ1λ，の総和はs＜tとなるsとtについて定義されているが，形式的にs＝tの場合も考え

れば，
　　　　　　　　　　　　　　　　・＝t⇒Kαα’＋r2fifi’），，1＝o

だから，λ、λ、は次のように表すことができる。

　　　　　　　　　　　・…一Σ1幽・釧一吉薫1伽・釧

　　　　　　　　　　　　　＝・2｛llαll211fill2－（αβ）2i

この式と，
　　　　　　　　　　　　　　λi＋z，－tr（αα’＋r　2／ill3　’）一　liα112＋r211／31［2

を，λ．について整理すると，

　　　　　　　　　　　　zl－（11α112＋〆IIβll2），z，＋r2111α1121113112－（α’fi）21＝o

となる。この式でλ，をxとして，左辺をノ（x）と表すことにする。

　0＜λ，＜λ、であり，Cauchy－Schwarzの不等式よりf（0）≧0だから，ノ（r2）＜0を示すことが

できれば，0＜λ，＜r2＜λ、であることが分かる。f（r2）をr2の関数，

　　　　　　　　　　f＊（・2）＝f（・2）＝（i－　llβ112）r4＋川αII211βII2－（α’βアーliαll21r2
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と考えると，llβll2＜1より〆の係数は正であり，f＊（0）＝0だから，　f＊（1）＝0が成立すれば，

〆∈（0，1）に対して，

　　　　　　　　　　　　　　　　∫・（r2）＜0⇒ノ（r2）＜0

と結論することができる。そこで，

　　　　　　　　　　　　　i－11α112＝lt）tt一μりGμ＝μWWμ∵μ’P＝1

　　　　　　　　　　　　　1－Hfill2－T’w・v・’T∵τ’T－1

　　　　　　　　　　　　　（α’P）2＝μ馳パ×τ馳w町τ∵JU’τ　＝O

をf＊（1）＝（1－11α112）（1－ll／3112）一（〆β）2に代入すれば，

　　　　　　　　　　　　f＊（1）＝lt’wwjt×τWw～τ一μ短｝ジμ×τ勧w　Fτ＝0

であることが分かる。

　以上から，行列αα’＋r2ββ’の正の固有値A，　，，＜λ，について，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　0＜λ＜〆＜λ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　且

であることが示された。（証明終）

7．具体的な乱数発生方法：Step　6～Step　9

7－1　S亡θρ6

　以下で示すように，すべてのX2を乱数として求める必要はなく，（τ一2）個だけ求めれば十分
　　　　　　　　　　　　　　　「
である。ここでは恒等的に，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　xi≡1

と置くことにする。

　この乱数発生のプロセスで必要なのは，条件を満たす正規乱数y＝yではなく，そこから得ら

れる直線1（y）の方向比，

　　　　　　　　　　　　　　　　Yl－u・y2－u・’”・：Yr－u

であった。Step　2でy－・ueを新しくyと置いたことと，　Step　4とStep　5の変換が線形写像であるこ

とから，ここで必要なのは，乱数xの成分比，

　　　　　　　　　　　　　　　　　x　　。x　　・　’°’　・λ1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　2　　　　　　　　　7－1

ということになる。このように，Xの一つを固定しても問題はない。以後の計算が簡単になるの
　　　　　　　　　　　　　　　ア
は，IX、1＝1と置くことである。絶対値が必要なのは，条件H，

　　　　　　　　　　　　　　　　　iU・’Y－rY’（卜÷→・

”ag　8節（Step　9）参照。
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を満たす乱数yを得るためには，乱数κiから±f■iを決めなければならないが，必ずしもκ1＝1

が成立するとは限らないからである9。

　lx11＝1とは，　Step　6の変換でxi≡1と置くことに該当する。以上が，　xl≡1とする理由で

ある。

7－2　Step　7

　新しく確率変数を，
　　　　　　　　　　　　　　V＝xg～）C2（1）

　　　　　　　　　　　　　　W＝Xξ十…十Xタ＿1～り（2（k），た＝τ一3

と定義すれば，条件はA＝BV＋Wと書くことができる。　VとWは独立に分布しているから，その

同時密度関数は，

　　　　　　　　　　　　　　　f，．．（w）・・’圭〔｛1ザ÷誘　1

となる。条件A＝BV＋Wを与えたときのV∈（O，AIB）の条件付密度関数hは，定義式の分子，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ（1－B）＋一⊥　　　　Ll
　　　　　　　　　　　　　fv，w　（v，A－Bv）oc　e　2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v2（A－Bv）2

に比例する。基準化定数をCとおけば，条件付密度関数hは，

　　　　　　　　　　　　h（。1A．BV．w）．　cit（’－Bl・v－JS’（A－B，）S－1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－⊥（1－B）、．＿⊥　　　　匝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝Ce　2　v2（A－Bv）2

となる。この式の指数関数部分は明らかに有界であり，残りの部分は開区間（0，AIB）上のベー

タ分布の密度関数に比例しているから，条件付密度関数hは定義域（0，AIB）で確かに積分可能

である。

　この条件付密度関数から分布関数H（vlA＝BV＋W）を求めれば，一様乱数を逆変換することで，

乱数L°v＝vを求めることができる。乱数vが決まれば，乱数w＝A－BVも一意に定められる。ま

とめると，Step　7では，
　　　　　　　　　　　　　　　　v＝xl＝v
　　　　　　　　　　　　　　　　W＝xZ＋…＋X多一1＝A一βv

が乱数として求められる。

7－3　Step　8

　条件xl＋…＋X；一，＝A－Bvを満たすxi－一，1・　2（1）；t＝3，…∬－1を求めるには，所与の定数Z＞0

に関する条件，

　　　　　　　　　　　　　Z＝X十Y，X～Z2（1），　y～Z2（k）

’°

?堰ﾟ1だから厳密には乱数ではないが，便宜上「乱数」と呼ぶことにする。
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を満たす乱数X，Yを選ぶ方法を説明すれば十分である。

XとYの同時密度関数をfとする。まず，条件Z＝X＋yを与えたときのXの条件付分布におけ

る条件付密度関数の分子は，

　　　　　　し　　ヱ　じ　　　　　　　　　k　　　　　　　　　　　　　　k
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ルy（x，Z－x）㏄θ2e2x2（Z－x）2　㏄κ2（Z－x）2

だから，区間（・，・）で議された騰壱告のベータ分布となる・そ・で，・・Xl・の条件付

密度関数をg（θIZ＝X＋y）とすれば，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　k　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8（θIZ＝X＋Y）ocθ2（1一θ）2

となり，その条件付分布は通常のベータ分布B（θ11！2，〃2）となる。

　一様乱数から乱数θ＝X！Z⇔X＝Z　Oを求めれば，ここから乱数γ＝Z－Xも求めることができる。

この手続きを繰り返すことで，条件を満たす乱数xi，…，　X；－1を求めればよい。

8．相関係数に関する調整　Step　9

　Step　6～Step　8で求めた各X］の平方根XF±〉㍗をどのように選んでも，逆変換して求めたT次

元乱数yは条件Y’Ry＝Oを満たす。しかし，内積μ’yの符号から，　yが相関係数rに関する条

件ll，

　　　　　　　　　　　　　　　　…’Y－rY’（・－i・）Y

を満たすとは限らない。この節では，各X2から条件を満たす乱数Yに変換する方法を説明する。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　t
　Step　6～Step　8ではX～N（O，1，．1）だから，条件xi＝vrの下では，

　　　　　　　　　P（x，＝亙lxl＝Vt）－P（X，一一再lxl＋去；t－1，…，T－1

が成立する。したがって，各tについて，確率112でXr＝±亙を決めればよい。これらの値を

；田＝（κ，，＿XT－1）とすれば，　X‘’i～N（O，1。－1）であり，条件，

　　　　　　　　　　　　　　　Axl＝BxS＋Xξ＋，…，Xター1

を満たす。x‘”＝－xl’）と定義すれば，　x‘’）はxl’）と一対一に対応しているから，　x‘’）もまた条件

を満たす正規乱数と考えることができる。そこで，x‘’），xl－）からStep　2のT次元乱数yC＋㌧y－〕を

求めれば，これらの間にも，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　c－　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ジ　＝－y

が成立する。そして，いずれか一方が相関係数に関する条件Hを満たす。

　定義から明らかなように，y〔＋｝，y‘’）は乱数として無差別である。したがって，条件llを満たす

方を，Step　2の乱数yとすればよい。

補足

定理2－1の証明
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　y＝C（X）とし，その定義域C（IT）の部分集合から成るBorel集合族をBとする。任意の集合

A∈Bに対して，二つの確率測度を，

　　　　　　　　　　　　　　　　琵（A）＝8（xly＝c（x）∈A）

　　　　　　　　　　　　　　　　々（A）＝Pt（xly　＝c（x）∈A）

と定義する。T次元Lebesgue測度をμとすれば，条件付期待値の定義から，

　　　　　　　　　　　∫，E，　（X，1　Y－y）dP，（y）＝X．i，．。1燗（X）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－X，1y。。、X・f（鋼歯姻

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　1　1’lf，　E。（x，f（x）1y＝y）dP，，（），）

が成立する。ここで，
　　　　　　　　　㈲一曙（xly∈A）一歯・（xly・・）一・⇔・（xiy・A）＝＝・

だから，P（A）＝Oならば，
　　　　「’　　　　　　　　　　　　　細r偏14君ω一Jixl，∈、，f（・）dp（x）－0

である。このようにP，はP、、に関して絶対連続だから，Radon－Nikodymの定理から，

　　　　　　　　　　　　　　　　　P，（A）＝Ah（y）d）P，，（y）

となる密度関数hが存在する。そこで，dPノ（y）＝h（y）dP、，（y）を条件付期待値の定義式に代入す

れば，

　　　　　　　　　　∫礁lyry）h（y）d㈲一1’71五E、，（x’！（x）lyヲ）d恥）

となるから， @　E，（x，ly＝y）h（y）・＝1・・lf．・，，（・，f（x）1…），）a．・．

であることが分かる。

　P、、に関するP，の密度関数hは，仮定よりf（x）＞0だから，m次元Lebesgue測度に関してほと

んどいたる所h（y）＞0である。そこで，C＝II’11h（o）とすれば，　y＝Oという条件は条件C（X）

＝0のことだから，
　　　　　　　　　　　　　　　　Et（X，18∂＝CE、，（X，ノ（】【）lBr）

が成立する。右辺の条件付期待値を定義する確率測度はUだから，

　　　　　　　　　　　　　　　E、‘（x，ノ（x）1β・）－f，X，∫（・）dU（・）

と書くことができる。以上の結果は各X，について成立する。したがって，

幟立する。　　　E・（x，IB・）　＝（）f・・’f（・）dU（・）：t＝1・’“・T

定理2－2の証明
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　定理2－1から，基準化定数をC’とすれば，任意の集合A∈Brに対して，

　　　　　　　　　　　　　　　　Pg（AIBr）＝c！g（x）du（x）

が成立する。したがって，条件付期待値E，（夙lBρは，

　　　　　　　　E1（x，18P－（∫．・，ア（x）dU（x）

　　　　　　　　　　　　一号恥認・脚ω一号恥欝尺（M・・）

と表すことができる。ここから，
E・（・・IBr）一号耶認昂

であることが分かる。X；n＝1，2，．．．をnに関して独立な，確率分布P（・IB）に従う確率変数
　　　　　　　　　　ll　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，t’　　　　　F

ベクトル列とすれば，大数の法則から，

　　　　　　　　　　　　　譲・・畿；」㌧き醐

が成立する。

　右辺の基準化定数の比も同様にして求めることができる。まず，次の関係式，

　　　　　　　　　　1－E・（11Br）－cf．・・，f（x）・U（x）一号五欝噛）

が成立する。したがって，同じ確率変数ベクトル列X；n＝1，2，…によって，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n

　　　　　　　　　　　　　　　　譲・・畿1」曙

と表すことができる。二つの式の比を取れば，確率収束の性質から，その値が条件付期待値E
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t
（X、　IB，）に確率収束することが分かる。すなわち，

　　　　　　　　　　　　　　　躯畿1

　　　　　　　　　　　　　　　　綴i」→E’　（x’1Br）

となる。この式は各Xについて成立する。
　　　　　　　　　t

加重関数が二つの要請を満たすことの証明

　点uを始点とする線分L⊂ズ上の点xに等確率が定義されていることは，g（x）の定義から明ら

かである。

　次に，点uを始点とする線分L⊂1「に等確率が定義されることを示す。RTの直線に定義される

1次元Lebesgue測度をvとし，　RTの（τ一1）次元Lebesgue測度をSと表すことにする。そこで，

s（A，）＝s（A，）を満たす集合A，，A，⊂∂1’をとる。このとき，点uが始点で終点がA，に含まれる
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線分L⊂ズの集合BlニILIL＝L（z），z∈AI｝と，終点がA，に含まれる線分の集合B，について，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　P（B）＝P（B，）

が成立すれば，すべての線分に等確率が定義されているということができる。加重関数の定義か

ら，x∈L（z）ならば，　IL（x）トIL（z）1であることに注意すると，

　　　　　　　　　・（B，㌦＿1。＆）r・μ（X）蘭、浅）r・・（・）dS（・）

　　　　　　　　　　　＝　CS（A，）＝C5（A2）

　　　　　　　　　　　＝・・P（B2）

となる。このように，最初の要請も満たされることが示された。
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