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1 Introduction

In　this　paper，　we　are　concerned　with“completeness　problem”for　logical　functlolls　realized

｝）yaSynChrOnOUS　CirCtlitS．

　　　Letん≧2alld　Xk＝｛0う1う．＿，ん一1｝．　We　denote　l）yΩたthe　set　of　aU　functions　with

arbitrary　numbers　of　variables　defined　over　Xk．　We　call　elements　ofΩた（k－valued）logical

functions．

　　　The　classlcal　completeness　problem　in　loglc　theory　deals　with　logical　functions．　A　set

of　Iogical　functions　is　said　to　be　functionally　cornplete（or　sirnPly，cornplete）重f　it　generates

all　logical　functions　by　composition。　Several　criteria　have　been　given　by　E．L．　Post［21｝for

the　binary　case，　and　J．　Slupecki［28］and　J．W．　Butler［1】for　the　general　case．

　　　S．V．　Jablonski￥［9］determined　all　maximal　incomplete　sets　inΩ3，1，Rosenberg［22，23］

have　re丘ned　these　results　by　characterizing　maximal　incomplete　sets　for　general　cases．

　　　Aswitching　gate　is　an　switching　gate　which　receives　input　slgnals　xl，＿．，ωn　and　trans－

forms　the　input　signals　into　the　output　signal　y　uniquely　determined　by　the　input　signals．

The　relation　between　inputω1，．．．，xn　and　output　y　is　represented　by　a　logical　furlction∫

as・y＝ノ（コr、γ．．，Xm）．

　　　But，　in　operations　of　switching　gates　there　is　a　certain　time－1ag　between　the　input　and

the　output．　This“delay”is　usually　very　small　compared　with　the　duration　time　of　input

signals，　and　is　often　disregarded．　In　classical　switching　theory，“delay－1ess”functions　are

considered　as　basic　elements　to　construct　circuits．　In　such　circuits，　feedback　loops　are　not

allowed，　since　a　loop　of“delay－less　elements，，　works　contradictorily．

　　　Admittance　of“logical　gate　with　delay，，　has　a　strong　in且uence　on　the　completeness．

In　fact，　J．　von　Neumann　showed　that　NAND　gate　with　unit　delay　can　not　generate　all

logical　functions［16］．　Although　the　NAND　function　ca，n　generate　all　logical　functions．

V．B．　Kudryavcev［11，12］considered　the　classical　completeness　problem　by　introducing　a

“function　with　time　delay”，　i．e．　a　pair（／，　d）of　a　logical　function！and　a　nonnegative

integer　d　such　a　pair　is　called　an　indexed　operator，　which　may　be　considered　as　a　rnodel　of

aswitching　gate　which　carrles　out　an　operation　in　a　definite　time　delay．
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　　　A　set　Σ　of　lnrlexed　operaもors　is　saicl　to　be　～－con’1plete　if　for　a！｝y　logiciLl　function　ノ’

there　exists　a，110nnegative　in　te　ge－　r（∠such　that　an　indexed　opevator（∫，（1）can　be　obtained

by　composing　tlle　elements　of　the　setΣ’℃ombinationaHジ’LetΦbe　a　set　of　ilKlexed

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
operators．　We　denote　byΦthe　minimuln　set　of　indexed　operators　de丘ned　as　fo1lows：

　　　　　　　　　　　　バ
　　1，（∫，0）∈Φ

　　　　　　　　　　　　　　ん　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ

　　2．lf（／，の∈Φand（g1，（lt），＿．，（gm，（♂’）∈Φthen（ん，d十♂）∈Φfor∀ん＝∫（giv＿．，≦7in）．

　　　V．B．　Kudryavcev　gave　a　completeness　criterion　for　the　binary　case　by　giving　all　the

maximal　incomplete　sets　of　these　pairs　explicitly．　A．Nozaki［17］redefined　this　problem

in　mathematically　clear　form　and　gave　a　criterion　for　the　general　case．　T．　Hikita［2］

obtained　an　effective　criterion　for～－completeness　and　charactrizations　of　the　maximal

incompleteness　and　he　determined　all　the　maximal　incomplete　sets　in　the　ternary　case．

　　　We　regard　any　circuit　as　a　direct　graph，　i．e．　a　switching　gate　in　a　circuit　is　a　vertex

and　for　two　switching　gates！1，f2　in　a　circuit　where　an　output　of／1　is　one　of　inputs　for　f2，

げ1，JF2）is　a　edge．　A　circuit　O　is　said　to　be　a　sequential　circuit　if　the　graph　defined　by　the

clrcuit　O　admits　cycles　in　graph　theory．　We　call　such　cycles“feedback　loQps．”

　　　However　actual　gates　have　always　delay。　Admittance　of“feedback　loops”has　a　strong

influence　on　the　completeness［6，7，20】．　For　instance，　a　simple　circuit　shown　in　Figure　l

supplies　the　stable　output‘‘0，，，only　if　it　has　received　the　input　signal‘‘0，，　in　advance，　once

for翫IL　It　should　be　noted　that　any“100p－free”circuit　consisting　of“AND”gates　cannot

realize　the　constant　function．　This　is　why　we　consider　the　realization　of　logical　functions

by　sequential　circuits，　i．e．，　the　circuits　which　may　contain“feedback　loops”，

　　　K．lnagaki［6，7］introduced　several　types　of　completeness　of　billary　Iogical　gates　with

unit－time　delay　based　on　sequential　c1rcuits（t6－cornpleteness，weakly　t－completeness　and！－

completeness）．　He　gave　completeness　criterion　for　each　type　of　completeness．　A．Nozaki［17】

redefined　this　problem　in　mathematically　clear　form（S－completeness）and　gave　a　criterion

fbr　S－completeness．

　　　Asequential　circuit　can　be　represented　by　simultaneous　equations，　For　instance，　the

sequentia，1　circuit　shown　in　Figure　2　is　represented　as　follows．
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Figure　1：Realization　of　the　constant　function　co　by　AND

Figure　2　Example　of　sequential　circuit

㌢1（t十e1）

Y2（t＋e2）

Y3（t＋e3）

＝ノ・（Y2（t），Y3（の）

＝　　ゐ（x、，Y2（t））

＝ム（X2，・X3，y、（t）），

where　the　symbol　yi（のstands　for　the　signal　lyi　at　the　moment　t，　and　ei　is　a　certain　non－

negative　integer　representing　the　delay　of　the　i－th　element．　Althoughちhe　input　signals　are

usually　given　synchronously　at　the　same　moment，　the　operatlons　of　the　gates　in　the　circuit

may　not　be　synchronized．　So　we　have　to　study　asynchronous　circuits．
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　　　Indeed，　asyllchronous　circuits　llave　beell　investlgated　froln　the、・iewPolnt　of　electronics．

Hu任man【3，41　illtr・dUCed　a　m・（tel・f　a・ynChr・n・US　CirCUits，　which　We　Call　fee（lbaCk－delay

model　or　Huffman　modeL　Concepts　related　to　his　model、　such　as　aow　of　states．　hazard

alld　critical　race　have　been　studied．　For　example，．Main　interests　in　Ht1ffman　model

are　to　explain　characteristics　peculiar　to　asynchronous　circuits　and　the　logical　design　for

asynchronous　circuits．　Muller　introduced　another　model　of　asynchronous　circuit，　which

we　call　speed　independent　model　or　Muller　model［15］．　A　circuit　in　Muller　model　dose　not

have　input　and　output　signals，　So　main　interests　in　Muller　model　are　transitions　of　states

in　an　asynchronous　circuit　andも‘uniqueness　of丘nal　state　inεしn　asynchronous　circu三t．

　　　So　far　completeness　problem　has　not　been　investigated　for　asynchronous　circuits，　In　this

paper，　we　shall　give　mathematlcal　de且nitions　of　asynchronous　circuits　and　the　realization　of

logical　functions　by　means　of　asynchronous　circuits．　Our　main　purpose　here　is　to　sol、・e　the

completeness　problem　for　multiple－valued　logical　functions　realized　asynchronous　circuits．

　　　First　of　all，　we　define　several　concepts　such　as　an　admissible　sequence，　stable　output．

Our　formulation　for　the　realization　of　a　logical　function　based　on　an　asynchronous　circuit

relies　on　these　concepts．　As　regards　an　input　assumption，　we　assume　that　input　signals　do

not　change　until　a　state　of　a　circuit　become　stable．　This　formulation　may　be　considered　to

be　a　model　of　asynchronous　sequential　circuits，　in　which　each　switching　gate　carr玉es　out　an

operation　in　a　finite　time　delay．　IntrQducing　four　types　of　completeness（LF・，GS－，GR－，NS－

cornpleteness）of　a　set　of　logical　functions，　we　give　a　completeness　criterion　of　each　type　of

completeness。　A　set　of　logical　function　F　is　said　to　be　LF－complete　if　any　logical　function

gis　realized　by　a“100p－free　circuit”over　F．　A　set　of　logical　functions　F　is　said　to　be

GS－complete　if　any　logical　function　g　is　realized　by　a　sequential　circuit　over　F　with　respect

to　some　non．empty　set　of　states．　A　set　of　logical　function　F　is　said　to　be　GR－complete

if　any　logical　function　g　is　realized　by　a‘‘short　feedba，ck，，　circuit　over　F　with　respect　to

some　non，empty　set　of　states．　In　GS－completeness　and　GR－completeness，　we　assurne　that

we　can　change　the　initial　state　of　a　clrcuit　by　some　means．　On　the　other　hand，　we　may

assume　that　we　can　change　the　initial　state　of　a　circuit　only　by　feeding　a　certain　inputs　to

the　circuit．　We　call　such　inputs　all　initial　sequence・Aset　of　logical　function　F　is　said　to

5



be　NS－colnplete　if　ally　logical　functioll　g　is　reallzed　by　a　sequenti孔1　clrcuit　over　17｝）y　some

init，ia！　se（luence．

　　　We　prove　that　LF－coml）leteness　is　equivalent　to　functionally　completelless．　We　deter－

mine　all　rnaximal　GS－incomplete　sets　for　the　binary　case　and　the　ternary　case．　Further

we　obtain　charactrizations　of　the　maximal　GS－incomplete　set　for　the　general　case．　We

determine　all　maximal　GR－incomplete　sets　for　the　binary　case．　A　completeness　criterion

for　GR－completeness　is　given　under　a　strong　condition　for　the　general　case．　Finally，　we

determine　all　maximal　NS－incomplete　sets　for　the　binary　case．
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2 Asynchronous　Circuit

Let∠、1（・Y，｝つbe　the　set　of　all　InapPings　from　a　set，Y　to　a　set｝：，

Definition　2．1　Fon　tんεset　Xた＝｛0，1，…　，ん一1｝，　let

（i）Ωた，η＝MaP（X鴛，Xん）

（ii）St　k－＝∪陰1Ωた，η

レVe　cα〃αηe1ε・ments　o∫Ωた（k－valued）logical　functions．レVe（lenotεby　Constk　tんθ5θ’

・ノconstαnt　funct乞螂・n　．￥k，

　　　Asequential　circuit　O　is　a　system　of　simultaneous　equations　as　follows：

（σ）

yl＝

yS二

蘇＝

∫1（Yl，…　，Ym，Xl，…　，Xn）

乃（Y1，…　，Ym，Xl，…　，¢η）

fm　（y、，…，Ym，x、デ・・、¢。）

where　fi　represents　the　input－output　behavior　of　the　i－th　e1ement，whose　current　output

is　denoted　by　yi，　and　x1，…，xn　represent　the“externa1”inputs　given　from　outside　of　the

circuit．　The丘rst　output　YI　is　takell　as　the　external　output　of　the　circuit　O．

　　　Let　F　be　a　set　of　logical　functions．　The　circuit　O　is　called　circuit　over　F　iff　all

component　functions　fi・，s　are　in　F．

Definition　2．2！1　circuit　is　sαid　to　6e　loop－free　l∬tんe　fo〃oωing　condition乞5　satisfied．

　　　　　　　　Tんe漁加伽蟻depends・吻・n・yi＋、，…，Ymαnd　Xi，…，X。　for　a〃乞，

Aloop－free　circuit　can　be　represented　as　follows：

yl　：

yl＝
　　　　…

協＝

！1（Y2，…　，Ym，Xl，・・㍉Xn）

乃（s3，…、Ym，2’b’・・，x。）

fm（Xb…，Xn）

8



Defhlition　2．3．4　ctl・｝・cl‘ぬδsa’id　to　6e　restricted　sequential　circuit（siin？）ly，　restricted

circuit）o”sllort－loop　circuit’るゲ”～θノb”o～o競g　conditio’n　i＄s（tti．s！ied．

　　　　　　　　η～e・utl）　ILt・ノαπelemeアit　may　be　c・～～ノ～εc’ε‘伽its・’um．殉川’teア・痂～α’，6～t～

　　　　　n・・〃ier　feed－bαck’　1・・1）S　al’e　a〃・t〃ed．

Arestricted　sequential　clrcuit　can　be　represented　as　follows：

y｛＝

垢　＝

垢＝

f1（Ylラ…　，Ym，．T1，・一，：Vn）

f2（Y2ジ・・，Ym，　x’ド・，；Cn）

f－（Ym，Xl，…　，Xn）．

　　　An　m－tuple　y＝（Yl，…，Ym）is　called　state　of　the　circuit　O．　Anη一tuple　x・＝（x1，・・㍉zn）

is　called　input　of　the　circuitσ。

Definition　2．4　Let　x＝（Xl，°’°，Xn）beαnαrbitrary　input（ゾ抗εcircuit　O，　let　y＝

（y・，…，Ym）and　Z＝（Z、，…，Zm）be　arbitrαry　stαtes・f　the　circuit　C．レγe　Sαy　thαt　the

stαte　o∫the　ciτ℃疵惹Ocαn　6e　trαnsfe　rred　from　y　to　z　by　the　input　x，覆ア

Zi＝＝

㌢i

O7

fi（Y1，…　，Ym，Xl，…　7Xn）

fo’r　a〃i（1≦i≦n），　This　trαnsiti・n　・f　stαte8　is　den・ted・as／b〃・ω5．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y－→Z・

〃2乞　＝＝　fi（Yl，…　　，Ym，x1，…　　，xη）　！≧）γ・α〃　i　（1　≦　i　≦　n），　then　we　sαy　tんε　tran5itz’on　‘is

synchronous　and　denote　it　by　zニ［y（t）】x．

　　　Acircuit　C　is　said　to　be　a　synchronous　circuit　if　any　transitions　of　the　circuit　C　are

synchronous。　Otherwise　we　call　the　circuit　C　an　asynchronous　drcuit．

Definition　2．5　An　・inJ6nite　sequence　of　state　trα’nsiti侃s

　　　　　　　　　　　　　　　　　y（0）1→y（1）2三→y（2）2≦→…　2三→y（孟）2三→一．

お5α配‘obe　admissible　foi’　an即ut　X　l∬‘んeプb〃oω吻co’nd’it’ion　satisLfi’ed。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9



　　　　　　　ゐ副。δeα7～・n－n　eg　（t　t．　i’ve　’i　rl　teyεグ‘‘ノ～‘お‘己1・・勲びe’1吻C～・1～・t　yreate’r’んan　t｝～，

　　　　五et　cδεαπeどeη～α～～o∫Xた．〃’∫ま（y（の，X）＝C／brα♂♂t≧to，〃Leπ’んα℃e：v’ists（tn

　　　　　～’乙～（：」（　eノ・T≧to　s’uch〃～α’yi（t）二＝c／b’rαny　t≧T，ωんe1・e　yi（のdenotes’んεど．〃～

　　　　COγηノ，0～ten’0∫y（の，

Remark　2．61nαctiLal　ci1℃’uit，ωe　c侃α55遅me〃ze　et・istence　o∫αpositivc　con6’tar～’κ5α’一

盛鞠吻fんε／b〃・定0吻CO1蹴乞侃’

　　　　　　　lf　fi（y（の，X）＝C／br　T≦オ〈7「十K，then　yi（7「十ん）＝C．

Proposition　2．7　Let

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y（0）ムy（1）ムy（2）2島・－

6θαηαdmissible　segtLence，

（i）　　ノ47～y　su～＞5ε（～uencε　o∫tん8　／fiと）γ騒m’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y（T）義y（T＋1）2舅y（T＋2）一・3E－・，・…

　　　　i8α150　α（lmissibl8．

（ii）〃・（0）2ち・（1）ム・（2）ム…2舅・（の・nd・（オ）＝y（オ’）th・漁・c・励伽・d・・9…ce

　　　　　　　　・（0）ム・（1）2㍉・（2）2ち…2島・（の2㌦y（〆＋1）2亀y（オ’＋2）2ら…

　　　　i5α」50　ad・mi55ible，

Proof

Obvious　by　Definition　2．5．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

10



3　　0utput　Stability

Definition　3．1且synchronous　sequence／b7・an　inp’ut　xおαseqz‘ence（ゾ〃～ε／b1？1～，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y（0）2L・y（1）ムy（2）2ち…

w／te’t・e　y（亡十1）＝［y（のlx／b’・α〃箆oノ乙一negαtive　integerご，

Remark　3．2　A，synch’i℃notis　sequence　l5α1ωαys　ad’癬53あ1ε．

Definition　3．3　An　infinite　seguence

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y（0）2舅y（1）ムy（2）2烏…

is　sαid　to　be　output　stable　iff　there　existsαnon－negαtit／e　integer　to　such　tんαt

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y1（オo）＝y1（オo十1）＝y1（to十2）＝…　　．

The　stαte　y（to）is　cαlled　the　stable　s七ate（ゾthe　seguenceαnd　the　output　yi　（to）stable

output　of　tんe　seguence，

Definition　3．4　Le孟オ06eαnon一箆egα伽e　intege’r，　Leオ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y（0）2三→y（1）2三→y（2）一蓋→…

うεαηαdmissible　seguence．」ゲαstate　y（オ0）in　the　seguence　5α孟乞頭ε5　tんe／ec）〃owing　simulta－

neo‘α5　eguαtion

1
2
　
瓶

〃
㌢
　
y

tんen　toeんαりey（オ0）＝y（オ0十1）

nating，　and孟んe　stαte　y（to）stable　state・

Remark　3．5　A　fer冒雇照オ吻sequence　is伽ays　o吻ut　stαble，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11

＝　ノ1（Y1，…　｝Ym，X1，’・・うXn）

＝　f2（Y1，…　，Ym，X1，…　，Xn）

　三

＝　fm（Yl，一・，Ym，X1，・・㍉Xn），

＝y（オo十2）＝・…　　We　cα〃s’uchαsequence加be 　　　　コtermi一



Proposit玉0113．6　βひεノ・シadmissib～εseq～tc’ltce　oゾα！oo’，へかεe　c々℃～ti！is　te．1脚mど’～α’tl’zワ．

Proof

　　　Let

　　　　　　　　　　　　　　　　　y（0）一均y（1）ムy（2）2舅…－Ly（の⊥・…

｝）ean　adm三ssible　sequence　of　a　loop．free　circuit．　By　definition　of　admissible　sequence，　for

each　1≦m≦mthere　existsオm　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ym（t）　＝　ノ『m（x1，．．．，ユ；n）　for　alI　t　＞　～㌧η．

Assume　that　there　exists　tk＋1　such　that

）オ（ユ十たシ

　αmツ

f（Yk＋2（tk＋、），＿，Ym（tk＋1），X、，＿，Xn）

f（Xl，。・・，Xn）

for　all　t＞tk＋1．　Then　there　exists　tk　such　that

蝋の

Yk・＋、（t）

Ym（オ）

for　all　t＞tk．　By　induction

for　some　to．

＝∫（YK・＋、働，Yk＋2（tk），＿，Ym（オた），X1，＿，X。）

＝施た＋2（tk），＿，Ym（tk），x、，＿，x。）

＝ノ（Xb＿，勾

　　　　we　have
　　　，

y（オo）＝y（オo十1）・＝y（オo十2）＝・一

口

，
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4　Realization　of正og蓋cal　Functions　by　Asynchronous

　　　　Sequential　Circuits

4．1　Realization

Definition　4．1　Let　yうeαnon－empty　set（ゾstates，　The　c’il℃～Lit　C　realizesαlogicαi

∫琶几d乞・’n　fi・湾Ωた，　with　’nespect　t・tんe　seオY柳1Leμσω痂g　c・’nditi・ns　are　satisfiεd　f・’i・αny

吻厩x＝（X1，…　　，Xn），

（i）　Eve？’yα4・missible　5ε〈1uence　starting　fromαstαte　in】rプ「or　tんe　inPut　Xゼ5　stαble　state，

　　　　αnd乞‘5　stαble　stαte　is　uniquely　determined　by　tんε卯ut　X，and　its　stable　output　is

　　　　α1ωαys　identicα1　with　f（X1，．．．，Xn）．

（ii）．乙et　y，Z　68　StαteS．　lfy∈yand　y　2三→ZfOr　30me　inpUt　X，　then　the　Stαte　Z乞5α180画

　　　　Y，

bemma　4．2　rVe　c・nsider・tw・circuits　Cαnd・C～翻cんγeぬe孟んεlo9ぎcα」ルηcオ乞oη8∫αnd

9，with　respect　t・the　state　sets　Y　and・Y’，　respectively’

（o）

（0’）

’
－
〃

’
瓶〃

’
－
↓y

’
γツ

9

fi（Y1，＿，Ym，X、，＿，Xn）

撮（Y1ゾ．．，Ym，x、，＿，x。），

91（y、，＿，Yr，X、，＿，X，）

9r（y・，＿，・Y。，Xl，…，・x、）．

Then　the・i’rcuit（0”）defined　bel・W・reαlizes　tんε／翻伽！（9（X・，＿，X、），X、＋1，＿，X，＋。一、）

ωith　respect　to　tんe・set’

　　　　　　　y”ニ｛（ah＿，αm，b、，．．．，br）1（α1，…　，αm）∈yαnd（δb．．．，δ7）∈yp’｝．

13



（c”）

’
ーシ

Yl，、

協＋1

　t
ツm＋r

ノ1（〃1，．◆．，Ym，Ym＋1，Xs＋1，…　，・Vs＋，邑＿1）

！’Tii（Yl、＿．，YT）1，Ym＋1，こ～’3十1，．＿，．ら＋π＿1）

Yl（IYm十1，．＿，Ym＋r，Xl，・．．りご3）

9r（Ym十1，，・．，Ym十r｝Xl，・・．，Xs），

Proof

After　the　output　Ym＋1（t）of　the　circuit　C，

the　value　of

becomes　stable，　the　circuit　O　in　O”evaluates

h（Ym十1，Xs十2，．．．，Xs＋n），

which　is　equal　to

h（h（Xl，．＿，2’s，），Xs＋1，．．．，Xs＋n＿1）．

〔⊃

4．2　　1nitialization

There　are　two　contrastive　initialization　assurnptions．

　　1．General　Initialization　Assumption

　　　　　We　can　set　the　initial　state　of　a　circuit　to　an　arbitrary　state　by　some　means．

　　2．Initialization－by－Input　Assumption

　　　　　We　can　change　the　initial　state　of　a　circuit　only　by　feeding　a　certain　input　sequence

　　　　　to　the　circuit．

　　　We　can　use　a　circuit　O　for　evaluating　a　functionんif　it　realizes　the　function　with

respect　to　some　non．empty　set｝／of　states　under　the　gelleral　initialization　assumption．　Let

us　consider　a　circuit　O　which　realizes　a　functionんwith　respect　to　a　set　y　of　states　under

the　initialization－by－input　assumption．　The　circuit　O　can　not　be　used　for　evaluatingもhe

functionんpractically，　unless　there　is　a　finite　sequence　of　inputs　which　can　convert　aU　state

Of　the　CirCUit　tO　SOme　StateS　ln　Y．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　艮



5　Classical　Completeness　Problem

5．1　Functional　Completeness

Definition　5．1　Let∬，Gδ8　sttbsets　o∫Ωん．レ1／e　donate　by　F⑭σtんe　5e’｛ガα”∫α1～ctionsん，

εαCん0／tvノ麗Cノ～CCLn　6e　d（ifined　6〃αプ冠πc海0γLノ∈Fandプ’ltnctions　Y（1，．．．、9n∈Gα5／b”0ω5’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん＝：∫（91，．．．，9n）．

Definition　5．2五εオFbeαsubset（ゾSt　k－、レVe　denote：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（o）＝　F⑭｛1｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（n）　ニ　F（η『1）⑭∬（1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F＊＝　u陰1F（n）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　♪　＝　（FU｛1｝）＊，

where　tんe　Sシmbol　I　stαn（is　forオんεi（lentity　mαpping’1（コ：）＝コr．

Definition　5．3　Let　F　beαset　o／logicα1　junctions，

（i）∬1is　sαid　toδεcomplete　iff　F＝Ω．

（■　011）Fis　sαid　to　6εincomplete　iff　it　is　not　complete．

（iii）Fis　sαid・t・うe　maximal　inc・mplete伽んe∫・〃・ω吻・・nditi・ns　are　sαtisfied，

　　　　●Fis　incomplete．

　　　　・∀F’：F’⊃∬⇒F’：functional　complete

5．2　Examples　of　Complete　sets

Example　5．4∫n　binary　cαse，　the　fo〃oωing　sets　are　knoωn　toδe　complete！

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ho　＝　｛OR，　NOT｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Hl　＝　｛NAND｝．

15



Example　5．5（［29］）1r～gene’i’al　ca，se，　ll・’c　bb　sl～oど乙，e‘t　t！～‘乙！〃teノ，‘，～c！～o，～w（ヨ1）b　cα1～g‘〃f’、1’（L’‘1

α〃loy～Cα♂ノ’t〃～（ノ～～01～Sピ1～Ωん．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　webb（・x，yt）篇max（．v，　’y）Φ1．

Definition　5．6」Let　5δεα5？tbset（ゾXん．陸セ（lenote　bシsel5（；x，y，⇒αん一val’u　ed　logical

ル’・ctiOIZ　4e伽e4α5／bllows’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　晒姻一仁塩熊

レレ「ecαllα血πc亡乞oπsels（αろ31，勾αseごec孟ピπ9血γLc亡乞oπ．レVe　denote　b’y　Sel　the　set　o∫α〃select・ing

junctions，

Proposition　5．7

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　sel5（X，y，の＝sel5・（y，X，の

　　　In　this　subsection，　we　shall　explain　logical　furlctions　generated　by　selecting　functions

and　constant　functions．

Theorem　5．8　For　any　S＝｛xl，＿，xm｝，　sel3（x，y，9）canδe　comPosed　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　se1｛。、｝（・，y，・），…，sel｛婦＠，y，・）・

Proof

We　consider　the　following　equations：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛1漏：ご勧＠鯛（1＜2＜m）

We　can　easiIy　ver三fy　that　o1＝sel5＠，y，3）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

Theorem　5．9　The　set　o∫α〃selectingプ’unctions　Sel・is　not　co・mplete。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　16



Proof

We　denote　by∫（．v　1，＿．♂7，）alogical｛’llnctio1’1　which　satisfies　the　follovving　condition：

　　　　　　　　　　　　　ヨ（α1，，．．，‘‘n）∈X疋such　that！（αb．．，α几）¢｛（Llっ。＿，αη｝・

As　an　output　vaユue　of　a，　selecting　functioll　is　equal　to　one　of　inl）ut　values　to　it，ノ（x’1．．．．，xn）

can　not　be　coMl）osed　by　Sel．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

P・・P・・iti・n　5．10　F・’・　an・y・＝：（・b＿，・n）∈X是・吻，　h∈Ω、，　w・d・伽・ノ聖・ん）・Xk？→

Xk－by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　虐・）（・C1，・・…n）一｛1編澄H°，Xn）

fAg，h）（；v1，．．．，．・n）・・n　b・c卿・・e吻S・1，9・nd・h．

Proof

We　consider　the　folIowing　equations：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛・i＝f｛。、Oo　＝　9・｝醐（1≦綱

　　　We　c・n…lly　ve・ify　th・t・1＝fAg・h）（・、，＿，・。），

Proposition　5．11　min（Xl，…　，Xm）αnd　max（xl，．一，xm）cαn　6e　comPosed　6y　Sel・

Proof

We　de且ne　a　logical　function”（x1，．．．，xm）by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　怖・…，・m）一｛1搬゜・・，Xm｝

　　　The　following　equations　show　thatが（x1，．．．，xm）can　be　composed　by　Sel．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・、　ニse1ω＠i，・、＋・，x、）（1≦’i≦m）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Om＋1　＝　9

　　　‘＝min（．tr　1、．．．，xη1）and♂’＝max（x’1、，・・，・x’m）show　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　17
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　　　●ど∈｛；Vl、．．．，、Vm｝

　　　●どu＜♂⇒♂o¢｛．じ1，．．．，．VT几｝．

　　　●！’∈｛．’1’1，．．■一：Vrn｝

　　　●1くIO⇒IO¢｛IV　1，．＿，．X’m｝．

　　　The　followilig　e（luaもions　show　that　oo＝n）ill（：v1，．．．，コcm）and　o6＝max（x’1，＿．，a’m）．

Therefore　the　logical　functions　min（x1，＿，xm）and　o6＝max（コじ1，＿＿xm）can　be　compose（l

by　SeL

Oi

Om十1

・
1

・h＋1

1ア‘＋1（x1，．．．，Xm）

Xl

融（．T1，＿，Xm）

Xl．

（o≦i≦m）

（o≦乞≦m）

口

Theorem　5．12

　　　　　　　　　　　　　　　　　［Sel］＝｛ノ∈Ωた1！＠1，．．．，Xm）∈｛Xl，．．．，τm｝｝

Proof

　　　For！∈｛ノ∈S”）k　1ノ（x1，＿，xm）∈｛zl，．．．，xm｝｝，we　representノ（xl，．．．，xm）in　Table　1．

　　　The　following　equations　show　that　o（xl，。．．，xm）＝ノ（xl，．．．，ωm）．

　　　　　　　　　　　　｛1し，一。m）：鶴謝’°・Xm）a∈Ψ

［コ

Theorem　5。13　Le彦σ

　　　　　　　　　　　［Sel　U　C】

Proof

｛Ci1，．．．，Ciε｝　（：Constた．

｛ノ∈Ωた1ノ（X1，…　，Xm）∈｛Cil，＿．，Ci‘灘b．．．，Xm｝｝．

18



1
1

「ム
～
ん

／（亀む1、・　・　●　、；じTn）

C（0，0，＿，0）

c（oρ，＿，1）∈｛0，1｝

c（o，o，＿，k＿1）∈｛0，A：－1｝

c（o，た＿1，＿，た＿1）∈｛0，ん一1｝

c（1，0，＿ρ）∈｛0，1｝

c（Lo，＿，1）∈｛0，1｝

・（た．．・，・，…，・）∈｛O，　k－1｝

c（k＿1，0，＿，1）∈｛0，1，鳶一1｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Table　1：Truth　table　of　f

Now　we　use　the　same　notation　as　in　the　proof　of　Theorem　5。12．　For

　　　　　　　　　f（Xl，．．．，Xm）∈｛f∈Ωたlf（X1，＿．，Xm）∈｛Ci1，．．．，Cit　r1，．．．，Xm｝｝，

the　following　equations　show　that　o（x1，．．．，xm）＝ノ＠1，．．．，xm）．

Oa　　　　　　　　　　　＝

Oa　　　　　　　　　　　：＝

o（x、，．．．，Xm）＝

fEca，㎡嘔…，¢・））（・、，＿，・m）

溢c弓’㎡n（cゾ1’°’°’Xm））（。1，＿，。m）

max｛Oa　la∈♪（β｝

　　　Now　we　obtain　the　following　examples．

Example　5．14　　　1．　Sel　is乞πcomμe孟e．

　　2．Sel　U｛Ciμ∈Xk｝おco・mplete・

19
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5．3　Completeness　Criteria

F・rthe　binary　case氾．　L　P・st・gave　i・1）・werful　criteri・n　as　f・1k）ws．

Theorem　5．15（［21］）乙et」Fかeαset（）f’　loyical　fui～c≠∫oπ8．　F　is　f～tnctional　colnptete｛∬ご’

tls　not　co　’n　ta　’in　edゼγ～αny　5eご（ゾ〃～eJら〃o’tving．five　sets：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Alb，払，3，　M≦and　L，

ωんεゾε

　　　　　　　　　　　　　　　Mo　＝　｛／∈Ω21ノ（0，．．．，0）ニ0｝

　　　　　　　　　　　　　　　ノレ∫1　＝　｛∫∈Ω21∫（1，．．．，1）ニ1｝

　　　　　　　　　　　　　　　　3＝｛∫∈Ω2げ（x、，＿，Xn）’＝！（xl，．＿，鳳）｝

　　　　　　　　　　　　　　M≦＝tん・set・加・n・t・ne　n・・－decr・α・吻加・ti…

　　　　　　　　　　　　　　　　五＝the　set・μπeαr如C翻0π5．

Definition　5．16　Letρδε侃ん一αry　relation　on　Xた，ゴ．e．αsubset　of　tんεset　Xk・We　sαy

tんαt！∈ノレ∫A」P（Xβ，Xk）pre8eγ・versρガ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（∫（α11，＿。，α1πし），＿。，∫（αん1，＿．ラαhm））∈ρ

ωhenever∀（α1ゴ，．．・，αんゴ）∈ρ・

　　　For　everyん一αry　relαtionρoηXた，ωεdenote　by　Polρthe　set（ゾα〃！∈ΩたP・reserving

ρ・

　　　For　the　ternary　case，　JablonskiY　determined　all　rnaxirnal　incomplete　sets．

Theorem　5．17（［8，9，23］）A”the　maximαi　incomplete　sets　in　st3αre　the　fo〃owing　sets’

（1）　0（の＝Pol（｛i｝），ωhere　i∈｛0，1、2｝，

（2）　0（’i、ゴ）＝＝Po1（｛’i，ゴ｝），ωんθゾε（i，ブ）＝（0，1）、（1，2），（2，0），

20



（3）c（・）一％1
i｛（川・（の⇔（川・（1）｝）・

（4）c（1）一％1
i｛（：）・O・（1）⇔（り⇔（1）｝）・

（5）σ（2）一

i｛（：）⇔（；），（：），（：），（り，C）｝），

（6）E（・）一
i｛（川・（：）⇔（1）｝），

（7）E（1）一

i｛（1），O・（：），（：），（：）｝〉

（8）E（2）一
i｛（：）⇔（の，（1川）・

（9）・（・）－P・1

i｛（川，（：）・（1）・（1），（D｝〉

（・・）・（1）一

i｛（：），O・（1）《1）・C），（：）｝〉

（・・）・（2）一
i｛（川・（：）⇔（：）・（1）｝）・

（・2）－1
i｛（？），Q），（：）｝），

（13）LニPol α
1
0
C

c≡2（α十b）　（mod　3）
，

2上



（14）　5＝PoI α
1
0
C

1｛α，δ，c｝1≦2

　　　For　genera止case（ん≧3）、　G．Rosenberg　gave　a聖）owerful　criterion　as　follows．

Theorem　5．18（［23］）Eαc1～η～a；v’itnal　’itzco・mplete　set　illΩμ5　desc’ribed　J／1〃lf　fOi’llt　Polρ

’Ulんεゾθρ’is・γこεψんθノb〃・ω～’i9　’i・elations　on　．X’k！

（1）Evei・y　Pαrtiα1・1・de呵’Xん’witんleαst　and　g’reαtest　elements．

（2）Ev・ry・r・励・｛（・，・・）1・∈Xk｝ωん・…i・ap・rm・t・ti・n　・f・X・　wi〃塗・y・」…f・th・

　　　　sαme　prime　length　P．

（3）Every〈luaternαr㌢relation｛（α1，α2，α3，α4）∈X鳶1α1十ノα2：＝α3十’α4　where〈Xk，十’〉

　　　　乞8仰一e♂em，entary　a6eliαn　gr・％P，漉eγeμsα　prime，

（4）　・Every　non－trivial　egttivαlence　relation　on　Xた，

（5）　Eveγしy　centrai　relαtion　on　Xk，

（6）　Every　relαtionλT　determined　byαnん一γ℃gulαr　family　T（～ノeguivαlence　relations　on‘）（k

　　　　　（h＞2ノ，

　　　Asubset・F・f　StL一乞5　C・即1ε診eガ∫・’r　every　re9αti・n　described　under　（1？一ピ5ノαb・ve　there

existsαnノ∈Fnot　preservin9ρ．

De丘nition　5．19　Suppose　thαt　k＝pmμんθreμ5α　Prime・・4n！lbelian　9rouP　G：（Xkう㊥G）

i8　an　elementary　P－gr・up硯伽σ＝｛0｝．

Definition　5．20　Let　1≦ん≦k．・4nん一ary　relαtionρon　Xh　is　tota”y’reflexiveガρ

containsαny（α1，．＿，αの3tκんthatα1，…　，αん∈Xk　are　notα〃distinct，ρis　totα〃y　Sシm－

metric咳ア（αb＿．，αん）∈ρiMl）lies（αP（1），…　，αP（ん））∈ρfor　aMl　permutαtion　Pρ／the　set

｛1，2，．．．，ん｝．Forαtota〃シγ’嗣θ¢勿εαnd　tota”31　symmetric　relαtionρ，　the　center（ゾρis　tんe

5et（ゾα〃c∈，X「lt　SUCh‘んαt（C，α2，．・・，αん）∈ρノ「or　anyα2、．．．うα九，ρis　central　iffρ≠Xん

a’nd　its　ceη’eτ・ご3　non－e・峨勘・
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Definition　5．21乙e’2くノ）．≦んα～1（l　let　l）？．≦1，7”h　eノ≧am吻丁＝｛Oo，，＿θ，n－1｝oノ

・（1～tiv（tlenCε～’elati・ns・ll　．X’k　is　h－’℃9tdα’i・・iff

　　1．εαcんθゴ　んα5ん　eq’uit，alence　classes（、ノ＝0、．．．，m－1）．

　　2・〃・・i・t・・’secti・・m｝宝ゐ1・河α1伽ω・シ・9・伽α1・nce　cl・・5…河0ゴσ＝0，…，・卜1）ピ・

　　　　　tt　07？，　e　’rγllJ　t　Yt，

Tんe”el磁・n　dete’i・・m厩46y　T瞬んe　・relαti・πλT・∫α〃a1，＿，αん．1　haz吻〃le　Plr・pe．　nty　that

／br　O≦∀ブ＜mαt　ieαst　tω・ele・ments　among　a。，＿．，αん．1　a・re　equivαient　in　ej．

5．4　Completeness　under‘‘loop－free，，

Definition　5．22、Let　F　be　a　set　o／10gical　functions．レVe　denote　by　F　the　set　of　all　functions

・realized　by　loop－free　circuits　over　F，

Definition　5．23　Let　F　6θαset（）f　logicα1　functions，

（i）Fis　sαid　toうεLF－complete　iff　F＝Ω．

（ii）Fis　sαid　t・be・LF－inc・mplete乞∬it　is　n・ごc・即tete．

（iii）Fis　said　to　be　maximal　LF－incomplete　iff　tん8／b〃owing　conditionsαrεsatisfied、

　　　　　　　●　F乞SLF－inCOMI）iete．

　　　　　　　・∀F’：F’⊃F⇒F’：五F－complete

We　can　show　the　following　theorem　imrnediately．

Theorem　5．24　Let　F　beαset　of　logicα1　functions・Fis　said　to　6ε乙F－complete　iff　F　is

C・mptete，

Proof
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Let　F　and（rg　be　sul）sets　of　S2k．　By　Lernina　4．2，　aUん∈F，：ヨGl　are　realized　by　iooP－free

cirぐuits　over　F　U（1，　Since　each∫∈Fis　realized　by　a　bo1）－fr（｝e　circult　over　F．　Eそ、（・h

／∈（FU｛1｝）（几）is　realized　1）y　a，100P－free　circuit　over　F．　Therefore　any／∈1＞Ls　reallze（l

by　a　loop－free　ci1’cuit　over　F．　It　follows　that　functional　completeness　and　LF－completeness

are　e（luivalent，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〔！
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6　Completeness　under　the　General　Initialization　As－

　　　sumption

Definition　6．1　Let　F　6θα38～of　loyica々’lt・ltct～ol？．s．罪e　deノ～o～p．6シ［∬1〃1亡5e～（ゾノ～£1～dめ1～5．

εαcん・ノωんピc1～cαηbe　’t・8砒α1勾αci7℃漉・ve　’r　F，ωt：th　respec～’・5・1η6η・’～一εm勘se’t｝！・f

states．

Definition　6．2　Let　Fδεαset　o／logical　function＄．

（i）Fis　said　to　be　GS－complete　iff［F］＝Ω．

（ii）Fis　sαid　to　6εGS－incompleteガ髭is　not　GS－complete．

（iii）Fis　sαid　to　be　maXimal　GS－incomplete　iff　the／b〃o・wing　conditionsαre　satisfied．

　　　　・F　isσ5－inC・mplete．

　　　　・∀F’：F⊃F⇒F’：GS－complete

Proposition　6．3　Let　Fαnd　F／be　sets　of　logicα1　function8．

（i）F⊆F⊆［F］

（ii）F⊆F’＝＝〉［F］⊆［F’］

（iii）F’⊆［F］＝⇒［∬UF’］＝［F］

（iv）　［［F］］＝・［∬］

Lemma　6．4ゐεげbeα3吻θc伽e　logicαZ　func彦ion・We　cαη「ealizeα”constant　functions

over｛ノ｝．

Proof

25



Sin（・e／iS　a　SUrjeCtiOn，∀i∈Xkヨαり∈XたSUCh　thatノ（（tiI・一・・αご，，，）二乙

　　　「rh（？constant　runction　ct　is　realiz（｝d　by　the　foHowing　circuit　with　respect　to　the　states

・et｝！＝｛（1，価1、＿、1・Eb　，n　－1）｝・

」t6

y｛

＝f（y。1、Φ‘，＿，・Y。、mGbl）

　　　／（シ。21、，Yt，＿，Y。、。通‘）

yt　k．1＝ノ（y。kl㊥’，。一，y。、mdi∂、

where㊥denotes　the　addition　in　the　ring　Z／kZ． 口

Selo

Selo

Selo

Figure　3：Realization　of　constant　functions　by　sel
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Example　6．55融c6　each／ttnctio，～’，t　Sel　i，s’α5？〃ブθc’め，～，α〃cOIISt（t，～，ノtL，～c！～onb’αrc　co1～．

stl・？tcte‘l　by　SeL　Fo，・ど1～s’αηcε，（tl～y　c・’～5t（1γtt　f～tncti・～～ご1～∫～、3　i51℃‘z！たc‘！by〃te／b〃・tL・illY

cかc認ビF～y？〃・ε3ノ’

シ6＝＝se1。（シ。，Yt　2，Yl）

シ｛＝sel。（S1，Yl，シ。）

y塗＝sel。（シ2，Yl・・2，y。），

By」凹¢αγημe　5．14，　Sel　is　GS－complete．

Lemma　6．6五eげ6eαnon－constαnt　logicα1　function，”アe　cαnゾεα伽eαcon．stα～lt／lutctiort

over｛ノ｝，

Proof

We　consider　the　following　function：∫＊（x）＝／（x，＿，x），

（Case　1）

Suppose　thatノ＊is　surjective．　There　exists　m∈1＞such　thatげ＊）m　is　the　identity　map．

Then　the　constant　function　c～is　realized　by　the　following　circuit　with　respect　to　the　states

set　yP＝｛（1，＿，1）｝・

’
－
　

’
2

y
　
写

1
　
｝
’
肌シ

’
m
9

f＊（Y2）

f＊（Y3）

f＊（Ym）

f＊（Yl）

（Case　2）

SuPpose　that　f＊is　not　surjective．　We　denotel

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛1に蓋（f＊）。　n≧、

S1nce．Yん玉s　a　finite　set，　there　exist　M1，m2∈ノV　such　that　Am1・＝Am2　and　nη1＞M2．　Let

．4＝Aml　and　m・＝ml－m2．　The　functlon（／しっm　l　A　is　a　surjection　on　A．　By　the　same

arguments・f　Case1，　we　can　realize　constant　functions　ct（♂∈．4）．　　　　　　ロ
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Theorem　6．7　Letρbc’‘t、tlノ～一α，・シ1・elatio，n．　o，l　Xた，〃°｛（．tr，．，．，．の1．む∈．Yk｝⊂ρ〃～（；i～po置ρ

！5α～Lぬ60／1～〆ete，

Proof

We　consider　a　logical　ftlIlction∫（；v　1，＿、；cm）realized　by　a　civcuit　e　over　Polρ、　with　respect

toastateset　Y．

y（0）

y（0）

ムy（エ）（1）

22→y（2）（1）

ム
為

y（1）（2）

y（2）（2）

為

菖

2皇→y（1）（の

菖y（2｝（t）

・

○

・

O

，

・

ム

ユ

　　　　　　　　　　　　　　　y（o）　　ム　　ム　　　　ム・

are　admissible　sequences　of　the　circuit　e　over　Polρfor　inputs　xi＝（x’　il，＿，x’im）．　We

assume　that　these　admissible　sequences　are　synchronous．

　　　Assume　that（xi1，。．．，xiん）∈ρfor　al1　i．　Since

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛（x）．．．，x）ix∈Xk｝⊂ρ，

（y・i，＿，yi）i・・n・1・m・nt・fρf・・all・i．　S・pP・・e　th・t（ッ！1）（の，＿，シ！ん）（t））∈ρ．　Since　all

component　functions　f　are　in　Polρand＠i1，＿，cniん）∈ρ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ッY）（t＋1），＿，y！ん）（オ＋1））∈ρ．

By　induction　onオ，（魔1）（り，．．．，瑳ん）（の）∈ρfor∀亡．　So／（x1，．．，，xm）preservesρ．　Therefore

alogical　function　which　can　be　realized　by　the　circuit　C　over　Po1ρis　in　Po1ρ．　　　　　ロ

　　　We　can　show　the　following　proposition　immediately．

Proposition　6．8　Letρ6eαrelαtion，｛（x，＿．，x）lx∈Xk｝⊂ρiff　Constk⊂Polρ、

Theorem　6．9　Leげうeα　maxirnαt　incomplete　set．　F　is　GS－incomptetピiff　F⊃Constん。

Proof

Obvious　by　Theorem　6．7　and　Lemma　6．4．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ
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Example　6．10　Fo，・’んe　611～α’V　case，〃～εノb〃o～画～g’ωo　setsα1℃G5－il～co，nlノ！c’し

　　ノ，71んε3e昆Oj管1ご’？，・e（tlゾ～tncti・η5

ゑ7憶踏一P・1
i｛（1），（1）・（i）｝）・f・・ll一血一伽醐

　　　　　／：tL’rLCtilo几5

　　　For　the　binary　case，　we　obtain　a　powerful　criter三〇n．

Theorem　6．11（［26D　Let　F　be　a　set（ゾlogical　functions鋭Ω2，　F　is（7S－completeガぬ5

nOt　COntained　in　neither　the　set　of　lineαrfunCtions　nor　the　set　of　monotone　non－deCreαSing

functions，

Proof

Suppose　that　F　is　not　contained　inゑ　Then　there　exists∫∈Ω2＼五such　that∫is　a

surjection．　By　Lemma　6．4，　we　can　realize　both　co（コc）and　c1（x）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　CO（X），C1（X）∈［F］．

　　　On　the　other　hand，　the　set　F　U　Const2　is　not　contained　in　any　of　the　followirlg　sets：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1レ1b，ルTi，S，ノしダ≦and五．

From　Theorem　5．15　and　Proposition　6．3，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［∬】　＝　［FUConst21

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⊇FUConst2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　Ω2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

Example　6．12　For　the　ge・neral　cα5ε（ん＞2），　tんe　fo〃oωing　sets　are（］S－inconiplete．

29



　　ム乙E～ρ6αり烈1‘乙ど・”dei・・n　Xk＿～1～Lcc．じ≦、～㍉COIIstた⊂P（）1ρ．

　　　　　Polρis（］iST－illco・11～1，♂c’e，

　　2話吻δ・a　・／・’・L・（1～e1・η・五’・y・relαti・ア～｛（．～・1，＿，・．V・，t）！．Vl　－IEiG・　：v・2　＝　．v、3動・じ4｝．5～ηC・むラG　2＝

　　　　・じ融a，x’∫07’∀こlr∈Xた，　Constk⊂Po正ρ．

　　　　Po1ρis　O5－tin　co　’n｝1）lete．

　　3・Z｝etρδεαeq冠切α♂eπce　relαtion．（Xi，lv）∈ρノb7・∀x’∈Xk．

　　　　Polρis　GS－incoml）lete，

　　4，Letρbeαγ↓ん一αγ・シγ・elαtion　oη♪（k．5「’uppose　tんαtん≧2．　Zアρisαcentτ・αl　relation，　tんen

　　　　　｛（コc，．．．，x）∈Xだ｝⊂Po1（ρ）、

　　　　Polρis（］S－incomplete。

　　5，乙etρT　6eαγ’elαtion　determined　byヱ∴Foγ・∀コじ∈Xん，コじαnd　xα’re　eguivαlent　in　50m8

　　　　θ∈T，Then　Constk⊂Po1ρ．

　　　　　Polρisσ5－incomplete．

For　the　general　case（k＞2），　we　obtain　a　powerful　criterion．

Theorem　6．13（［27］）Let　F　6εα5et（ゾk－valued　logicα1　functions・Fisσ5雪comPlete　iff

the・re　existsαn∫∈Fnot　Pγ・eservin9ρノbr　every　relαtionρ（iescγ・i6ed　under（1）一（5）6eloω，

（1）

（2）

（3）

（4）

（5）

Every　pαrtiα1　order（ゾXたωith　least　and　greαtest　eiements．

Everyi　quαte’i・nαryγrelαtion｛（α1，α2，α3ッα4）∈．）（摩レz1十ノα2＝＝α3十’α4ωんe’re＜」（た，十’＞

is　a　p－elementαry　abelian　g’r・up，励εゾeμ5αρr云me．

Every　n・n－triviα1　equiva～ence　’relαtion・n　Xk。

Eve’r？J　n・n－unαry　ce’ntrα～’relαtion・几Xた

Everyi　retat｛・n　AT　dete7・・繍e4δy侃ん一regttlar　fam吻T　Oj’　eq2t’ivalence　i・e傭・ns　on　Xk．

30



Proof

Let　O　be　the　the　trivial　e（監uivale正Lce　relation　oll　Xた，　i．e，0＝｛（、ご、．じ）トじ∈Xた｝．

family　T＝｛θ｝isん一regular．　The　relationλT　determlned　by　T　is

HenCe　the

｛（（・L・1，一・k）∈x伽｛・1，…，αk｝＜k｝・

　　　Since　F¢PolλT，　there　eXists　f∈Ωんsuch　that　f　is　a　surjection．

can　realize　all　constant　functions．

By　lemma　6．4，　we

Constk⊂［」F］，

　　　On　the　other　hand，　there　exists　an　f∈FUConstk　not　reservingρfor　every　relation

ρdescribed　in　Theorem　5．18．　Therefore

［F］＝

　　　　⊇

［FUC・nstk］

F　U　Constk

Ωた．

口

Corollary　6．14　Let　Fδθαset（ゾiogicα1　functions　inΩ3，

　　　臼5σ5－compleオeガ薦3η0診C・ntained　in　any　set　of　tんe　fo〃owing　eteven　sets’

o（o）

E（o）

0（0）

　　L

0（1）　0（2）

E（1）　E（2）

0（1）　0（2）

s．
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7　Completeness　fbr　Restricted　Sequential　Circuit　un－

　　　der　the　General　Initialization　Assumption

7．1　GR－completeness

Definition　7．1ムeオ∬be　a　set　o／logical　fanctioアzs，　v’ye　deno～e　by　LF」”｝e　set（）ffunctions・

eacん（ガωんicんcanδe　rεα1ゴごe4⑳αrestノ・icted　segitentiα1　ci’i℃’U・’it・ひer　F．

Definition　7．2　Let　F　beα5e亡o／logicαi　functions．

（i）、F　is　said　to　be　GR－complete　iff　LF」＝Ω．

（ii）Fis　sαid　to　be　GR－incomplete　iff　it　is　not　GR－complete，

（iii）Fis　sαid　to　be　maximal　GR－incomplete　iff　the　folloωing　conditions　are　sαtisfied，

　　　　●∬1is（］R－incomplete．

　　　　・∀F’：F’⊃F⇒F’：GR－complete

Proposition　7．3　Let　Fαnd　F’be　sets（ゾlogicα1．functions．

（i）F⊆F⊆LF」⊆［F］

（ii）F⊆F’⇒LF」⊆LF’」

（iii）F’⊆LF」＝⇒FuFノ⊆LF」

（iv）LF」⊆LLF」」

（v）LF」＝LF」

Example　7．4　Both　of　the　constanちfunctions　coαnd　ci　are　reαlized　by　circ’u　z’ts　over｛NOT｝．

On　tんe・ther　hand，∂・th（ゾ彦1Le　co副απ’加識oγ～3αゾ餓oオrεα1嬬4勿re3オ7・icted・circuits　ove’r

｛NOT｝．
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NOT NOT Ci

　　　　　　　　　　　　　　　Figure　4：Realization　of　constant　function　by　NOT

Proposition　7．5　。乙etノうεαk－vαlued　logicα1ノ’unction．　Define　f＊（2，）to　6e∫（x，．＿，x），∬

tんere　e；Vi5ts　XO∈X’ｽSUCんthαt∫＊（XO）＝Xo　thenωe　Can　rεα1たe　tんεCOnStantjunCtion　Cxo，

Proof

The　constant　function　c、，o　is　realized　by　the　fo正lowing　circuit　with　respect　to　the　state　set

y＝｛（x。）｝（Figure　5）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛yl一ノ（y、，…，y、）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

・
－
」

Figure　5：Realization　of　a　constant　function　by　f’

Proposition　7．6　Let　F　be　a　s’ttbset　ofΩk， び凸503一ピπC・即どeεεご1Leπ霞sG左一i・nC・畷e惹e．
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Proof

Ol）・v・ious，　by　Prol）osition　7．3　and　Tlleorem　6．1）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

Example　7．7　h｝　the　bi．・几ω・ツcα5e．　the・sets・IV≦ai～d　Lαre　GR－inc・mplete，α’nd　th・set　S　is

OR－c・rnplete。

The・rem　7・8　F・・’‘・e・し1α・yt～・el（齢nρ（le，sc・酌α♂‘lefi：nεd　・i・i～thcJ／blt・ωぬ9（1）‘t）～（1（2），　P・1（ρ＞

」5GR－c・mpletcJ．

（1）Eve’ry　i・・1・ti・・r・｛（・，・・）la∈期ωん・r・・i・　a　p・酬・伽・∫X一ん告・Yl・」…f　th・

　　　　　5αmε加mε1eη9〃ゆ．

（2）Every　’unαry　centrα1　relati・n・n　Xk

Proof

Letρbe　a　relation　described　under（1）一（2）above。　Since　the　identity　map　I（x）∈Pol（ρ），

we　can　realize　all　constant　functions　by　restricted　circuits　over　Pol（ρ）．　Then　Constk⊂

LPol（ρ）」．　There　exists　a　constant　function　c｛such　that　ci¢Po1（ρ）．　From　Theorem　5．18，

Pol（ρ）is　a　maximal　incomplete　set．　Therefore，　Pol（ρ）is　GR－complete．　　　　　　　　　　〔｝

Theorem　7．9　Let　F　beα　subset　o／Ωた，　SupPosεthat　Constk⊂F．　F　is（］R－complete　iff

．F　is　c・rnplete，

Proof

Suppose　that　F　is　incomplete．　Then　F⊂Po1ρfor　sorne　relationρdescribed　in　Theo－

rem　5，18．　Since　Constk⊂Fand　arguments　in　Example　6．12，F　is　GR－incornplete．　　ロ

7．2　GR－completeness　criterion　fbr　the　binary　case

We　de伽eレγ＝｛∫∈Ω2げ（0，．．．，0）＝1，ノ（1，＿，1）＝0｝．　By　H　we　denote　the　set　5∩Vli．

Pr・P・siti・n　7．10　Tん85・t　S∩レ四3侃一in・・即1・te・
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Proof

VVe　consider　a　olle－variable　fUllCtiOllん（，v）reaiized　by　a　restricted　se（luential　circuit　C　over

1ノ、witll　reSpect　to　a　state　set｝「．

　　　We　will　show　that　h（τ）ls　either∫（1のor　NOT（．2う，and　cannot　be　Cb（1’）or　O1＠）．　Assume

that　the　circuit　C　is　t1ユeももminimum”one，　llavillg　the　sma11est　Iltlmber　of　elelnents　among

the　circu童ts　which　realizeん（コc）．

（の

yl＝
垢　＝＝

垢＝

∫1（Yl，Y2，’”　，　Ym－1，Jl　m，ごじ）

∫1（！ノ2，茎ノ3，’’”3／m＿．1，Ymう．X’）

fm（Ym，x）．

　　　（Step1）We　shall　show　that　the　value　of　the　function　f．（Ym，x）of　the　m－th　element

is　equal　to　NOT（x）．　Two　cases　are　possible．

　　　Case　l　fm（0，0）＝fm（1，0）

　　　Since　fm　ls　self－dual，　we　have：

fm（1，1）＝・　fm（0，1）．

Therefore，　the　first　variable　of　fm　is　dummy，　and　we　have：

’　　　　　　　　　　　　　　　　　　fm　（Y，の＝NOT（の．

　　　Case　2　fm（0，0）＝1，fm（1，0）＝O

　　Then　we　have：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　漏（1，1）＝0識（0，1）＝1．

Obviously，　the　output∫飢is‘‘unstable’，　for　any　input　O　or　1．　This　is　a　contradiction．

　　　（Step　2）Let　us　examine　the　function　f－＿1．　Since／翫ls　identical　with　NOT，　three

cases　are　possible。

　　　Case　l　fm＿1（0，1，0）＝翫＿1（1，1，0）＝α

　　Then　we　have：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fm＿1（．L　O，1）＝fm＿1（0，0，1）＝～τ．
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Hence　the（）ut1）ut　of　」t　m－1　will　evelltt湘y　bec・meでこf（）r　i111川t　O、al1（1πf（）r　illl川t　L

　　　●α＝O

　　　　　The　stable　output　of／，，し＿正is　identical、vith／（．v）．

　　　●α＝1

　　　　　The　stable　output　of！鴇＿1　is　identical　with　NOT（x）．　Since　NOT（‘のis　given　by　Yl　m，

　　　　　the（η？．－1）－th　elemellt　is　redundant，　against　the　assumption．

　　　Case　2　fm．1（0，1，0）＝1，fm－、（1，1，0）＝O

　　　Then　we　have：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　！’m＿1（1，0，1）＝：0，fm＿1（0，0，1）＝：1．

In　this　case，　the　output　of　fm＿1　is‘‘unstable”for　any　input．　This　is　a　contradiction．

　　　Case　3　fm＿1（0，1，0）＝0，f隅＿1（1，1，0）ニ1

　　　We　can　show　the　following　fact．

　　　　　　　We　can　assume　without　Ioss　of　generality　that阪一1　is　identical　with　NOT（コr）．

So（m－1）－th　element　is　redundant，　against　the　assumption．

　　　Up　to　now，　we　have　shown　the　following　facts．

（i）！翫（y，x）＝NOT（x）

（ii）fm＿1（Jl，NOT（x），x）＝1（x）

　　　（Step　3）If　m　is　greater　than　two，　then　we　can　replace　the　variable　Ym＿1　by　x．　This

is　agaillst　the　minimality　assumption　of　the　circuit　C，　Thus　the　number　of　elements　is　not

greater　than　two．　Therefbre，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん（x）一儲ゆ）1驚：l

　　　This　completes　the　proof　of　the　propositlon，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　36



Remark　7．11β〃7ソ1．・（IOl’e∫m　6．〃，〃1．e．b’et　H　is　G，SJ－pcomノ，let　e．

Lemma　7．125～tl）1，0se〃1（tt　F　is～t，　ot　co　tt　t　（t　t’　・i～ε‘々π五a’tt．d　H．71ん6’～ω8（・‘〃～1・c‘正！たcδo〃l　oノ

〃？，・ft　c・’it・’tat～tル呂dゴ・γ～b・C。（t　’n　（1　Ci　，　byt　tんe　ci’t℃認δo〃ε1・F．

Proof

　　　（Step1）　Let∫be　a　function　inΩ2＼H．　SuPPose　that／is　a　llon－constant　fullctlon．

Then！is　a　surlection．　We　de丘ne／’（x）＝∫（tL’，　tc，…，ω）。　If　fノ（aじ）ls　the　constant　function

Oα（x）then，　we　can　realize　the　constant　function　Oα＠）．　So　we　can　assume　that　f’is　a

non＿constant　function．

　　　Ca・elf’（・c）＝1（・）

　　　By　the　same　arguments　as　in　the　proof　of　Lemma　6．4，　we　can　realize　the　constant

functions　Oo　and　O1。

　　　　　　　　　　　ノ　　　Case　2ノ（x）＝NOT（x）

　　　Then　we　have：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（0，0，…　，「0）＝1，ノ（1，1，…　，1）＝0．

Since∫¢H，　f　is　not　in　S．　Then　there　exists　a　binary　sequence

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α＝（α1，α2，…，α。）

such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（α・，α2ジ・・，α。）＝ノ何，～E，…，～iFE－）＝α．

We　denote：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ”（・、，・、）＝∫（・、一α1，・、．。、デ・・，X、．α。）．

Then　the　constant　functionσα（x）is　realized　by　the　following　circuit　C／with　respect　to　the

state　set

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y＝｛（α，1），（α，0）｝

（see　Figure　6）：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（c’）｛；に1：1野）
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X f”

Figure　6：The　circuit（r’

（Step　2）Let　g　be　a　function　in　F＼五Then　g　is　a　surjection．　V㌧「e　denote：

9＊ ix）＝9（x，¢，一一・，x）．

　　　Case　19業（x）＝1（勾

　　　By　the　same　arguments　as　in　the　proof　of　Lemrna　6．4，　we　can　realize　the　constant

functions　Oo（x）and　O1（x）．

　　　Case　29＊（コc）＝NOT（x）

　　　In　Step　1，　we　have　shown　that　a　constant　function　Oα＠）is　realized　by　the　circuiもover

F．Therefore　we　can　realize　the　another　constant　function（］if（x）（see　Figure　7）．

磁

Ca

Figure　7　Realization　of（］tr　by　g　and　Oα

　　　Case　3ブ（ar）＝Oo（x）orσ1（x）

　　　By　the　same　arguments　as　in　the　proof　of　Lemma　6．4，

functions（70（．v）and　OICτ）．

we　can　realize　the　constant　．
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　　　hl　this　Way、　We　Ca【1　realiZe　b・th・fもhe　C・｛lstanもfUnCti・ns　C。（X’）　aricl　Ci（．v）．　　ロ

Theorem　7．13五et・F　be　a　set（ゾ’・9～cαげ～‘’Lc～1・n．s．　F　is　GR－c・tnple～f捗！～s’～・！ω1～～α〃～cd

in（tnS／〃b’・ee　sets’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M≦，乙αnd　H．

Proof

　　　（only－if　part）Obvious　by　ProPosition　7．7　and　Propos三tion　7．10．

（if　part）Suppose　that　F　is　not　conta、ined　in五and　H．　By　Lemrna　7．12，　we　can　reallze

both　ofσo（．T）and　O1（コc）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Oo（x），01（x）∈LF」

On　the　other　hand，　the　set　F　U｛Oo（x），01（x）｝is　not　contained　in　any丘ve　sets：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノレfo，　flL41っS，ルf≦andゐ．

Therefbre，

　　　　　　　　　　　　　　　　LF」　⊇　F　u｛σo（x），σ1（の｝　（by　Proposition　7・3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　Ω2．　　　　　　　　　　（by　Theorem　5．24）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〔］
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8 Completeness　under　the　Initialization－by－lnput　As－

sumption

8・1　NS－completeness

Definition　8．1　A　circttit　O　is　said　to　6e　terminatill9？lf　and　onlLtyびε乙’e「シα41競55～δ！e　5ε一

que几Cε・f　the　c’irc？↓it　cりbr　eηεr〃卿Uちsta’rting　／：ri・・mαπ碑α面5α」ωαシ5オe師1乙磁几9，ω～d

’its　stable　state　is　ttn・iq’ttely　dete7・mined　by　tんεゴ磁α15観eαnd　tんe卯ut．

Definition　8。2　Let　O　6eαterminαting　circuit．レγe　denote　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（フ（y，a（1），a（2），a（3），・一，a（オ））

tんeプinαl　output　oゾオんe　circuit　for　tんe　input　seguence　a（1），a（2），a（3），…　，a（の，ωhich　is　given

t・tんec沈瞬朗んe　folloωing　wαy．

（i）　Tんε」伽8オinput　a（1）is　givθn　toごんe　circuitωんicんis　in　tんεstαte　y，

（1i）Tんe瀬吻ut・a（のis！乙ε轟・the伽掘嬉erオんεcircuit　reαcんes　tんe　56αδ1e　5‘αオeか

　　　　孟んeゆut・a（乞一1）．

Tんθ伽α♂・ゆU加εα捌んe伽オC・mp・nεnt（ゾオんe　stαble　state　f・漉e伽α～input　a（の．

Definition　8．3　The　ci・rcuit　C　evaluatesα10gゴcα1∫㏄πcごJoη励シαπinitial　sequence　x←d），x（＿d十

1）ジ・・，x（－1）if　and・吻げまんεμ・ω吻c・nditi・ns　are　sαtisfied，

（i）　The　circuit　O　is　terminαtin」9。

（ii）　Fo’r　any　input　sequence　x（0），x（1），・一，x（オ）αn（iαnシstαte　y（ゾtんe　circuitσ，

　　　　　　　　　　　　　　ん（x（り）＝

　　　　　　　　　　　　　　　0（yうx（一の，x（－4十1），一・，x（－1），x（0），x（1），…　，x（‘））．
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Lemma　8．4　ムet　O　beαcr17℃遭‘ゼ～．び’んe　cかc～痂Oe’v（tt～↓αfe5αloyicaり’t‘1πゾ～o’～んby　（L〃ill・　i’∠α！

・seq～Lcrnce

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X（一d），X←cl＋1），・一、X（－1），

〃～εη

　　　　　　　　　　　　　　1～（x（オ））＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0（y，x（一一7「），x（－T十1），一・，x（一（！－1），

　　　　　　　　　　　　　　　　x（一の，x←d＋1＞，・一，x（－1），x（0），x（1），…，x（の）

ノb’rα’n　’ystαteyαn｛iαnシinput　sequence　x（－T），x（－T十1），…　，x（－d－1）an（オx（0），x（1），・一，x（の．

Proof

Obvious　by　Definition　8．3．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

Defin量tion　8．5ゐeオFうeα5e‘of　logical　junctions．レYe　denote　by（F＞thεset（ゾα”logicαl

functiOns，　eαCん・！ωhiCんis　evαguated　6y　a　circuit　C・ηer　F　6y　50me幡乞α15eg冠eηCe，

Definition　8．6五eオF6εαset　of　logical　functions，

（i）Fis　sαid　to　be　NS－completeザand　onlyげ〈F＞＝Ω．

（ii）Fis　sαidオo　be　NS－incomplete　if　and　only　if　it　is　not亙5－complete．

（iii）Fis　sαid　toδe　maximal　NS－incompleteザαnd　onlyザthe　lb〃owing　conditions　are

　　　　5α涯頭αガ，

　　　　　　　・17is　NS－inco卯lete，

　　　　　　　・∀1ア’：F’⊃F⇒F’：AVS－eomplete

Proposition　8．7五e彦Fand　F’6εsets（ゾlogical　functions．

（i）F⊆F⊆〈F＞⊆［F］

（ii）F’⊆∬㌧＝⇒〈F’〉⊆〈F＞
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　　　We　ca・n　SII・i・V　th（？L　foll・win91elmna｝lnmediately．

正emma　8。8乙ε’1・「beαb－ttbset　oノΩた．5～£1，1）ob’e〃lat　Collstk⊂＜F＞．η～61～

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　FUC・nstk⊂〈F＞．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一『一一一一甲一｝一一一｝『一｝一一『一一一一一一一一一『1

　　　　　　　　　濁

　　　　　　　　　X2

components　which　may
contain　feedback　looPs

　　　　　　Figure　8： Acircuit　easily　initializable

tU

8．2　Examples　of　NS－complete　and　NS－incomplete　sets

Example　8．9五θげ∈SeL晩consider　the　fo〃oω吻circuit’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（c）｛y’・＝fi（y，x，y）．

Ac・・n3tαnt　functi・n　ci　is　evαluated　by　（C／6シ傭客α♂5eg冠θηcε（の．　So・Sel　is　NS－c・mplete。

Since　Sel⊂Po1（ρ）for　every’unαry　centrα1・relαtionρ，　Pol（ρ）is　NS－complete．

Example　8．10凡）撹んe　binary　cαse，　the　setsル／≦and五are　NS．incomplete　6ec側5e（）f

P7’Ol）osition　3．7，
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Sel

　　　　　　　　　　　　　　　　　Figure　9：Realization　of　constant　function　by　sel

Example　8．11　Letρ6θαunary　cent’ral　relation，　Since　Sel⊂Pol（ρ），　Po1（ρ）isノ～曽L

complete．

Theorem　8．12　Pol（ρ）for　every　relαtion　p　described　under（1）一（5）is　A（S－incomplete．

（1）

（2）

（3）

（4）

（5）

（6）

Every　Pαrtial・rder　of　Xkωith　a　least　and　greαtest　elements．

EVery　gUaternαry　relati・n｛（α、，α2，α3，α・）∈X創α・＋’α2＝α3＋ノα4　Whe・e＜Xk，＋’＞

is　a　p－elementary　abelian　gr・叩4）卿mθノ、

Every　non－trivial　equivalence　relαtion　on　Xk．

Every　non－unαry　centrα1　retati・n　on　Xk

Every　re～ation　AT　determined　by　an　h－’regular　family　T（）f　eguivαlence　’relαtions　on　Xん，

肋圃蜘・｛（x，sx）1・∈Xk｝ω厩・ゴ・αP・剛・ti・耐X副ん鈎・1…ftん・

same　prime　length　P．

Proof

By　Theorem　6．13，　Pol（ρ）forρdescribed　above（1）一（5）is　GS－complete．　Since　PropQsi－

tion　8．7，　Pol（ρ）is　NS－complete．

　　　Now　we　prove　tha、t　pol（ρ）forρdescribed　above（6）is　NS－incompiete．

　　　L・tρ・b…el・ti・・d・t・・mi・・d　by・p・・m・t・ti・nσwlth多・yd…fth…m・P・ime

length　P．　Let　O　be　a　circuit　over　Pol（ρσ）・
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　　FQr（．む1、．＿，　，こ！　nt）∈X］Lrt　alld　a　permtttationσ、　we　del｛ne

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（．v1，＿，．ご。、）σ＝（σ（．v1），＿，σ（。～・。、））．

　　The　logical　fullctiol1ノ～is　evaluated　｝）y　the　circuit　O　with　initial　se（lu｛－！　llcC）s　x（一（1）．．．．．x（－1）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　yl（0）2≡→…　一！→y1（の一2三→…

is　a　syllchronous　sequence　for　the　input　x．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

　　We　consider　the　synchronous　sequence　starting　y2（0）＝y1（0）σfor　the　input　xσ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y、（0）－y1（0）・鴎…一鴎y、（t）一鴛一・

　　Since　the　circuit　O　is　over　Po1（ρσ），　we　can　show　that　y2（の＝y望（のfor∀t．　Let　m　be　an

order　ofσ．　From　Lemma　8．4，　we　obtain

　　　　　　　O（yσ，x（一のσ，．．．，x（－1）σ，x（一の，．．．，x（－1），x（1）σ，、．．，x（t）σ）

　　　　　　　　＝0（y，x（一の，＿，x（－1），x（一のσ　∵．．，x（－1＞σm一㍉x（1），＿，x（t））σ，

i．e．

膿））

一（0（y，x←d），．．．，x（－1），x（一の・m－’7－．．，x（－1ゾ『1，x（1），＿，x（の　0（yσ，x（－d）σ，．．．，x（－1）σ，x（一の，．＿，x（－1），x（1）σ，＿．，x（オ）σ）））∈Pa・

　　Therefor　Po1（ρσ）is　NS－incomplete．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

Theorem　8．13　Let　A　be　a　proper　subset　ofXk．レVe　define

　　　　　　　　　　　　　　　　ρ。＝｛（・、・’）∈XZIx≠・’｝∪｛（・，・）la∈A｝．

　　Po1（ρA）is／VS－i’ncomplete．

Proof
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　　　Leし（1▼be　a　clrcuit・ver　P・1（t・．．1）。　Letσb（，　a　r（and・m　Permtltatl・n　suchしhatσ（σω）＝

．dbr∀iV’i～～，xん．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y、（0）－L…－Lyi（の2亀…

is　a　se（luellce　for　the　illi）ut　x．～Ve　consicier　the　se（正uellce　starting　y2（0）・＝yl（0）σfQr　the

illPUt　xσ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y、（0）＝y1（0）・鴎一鴎y、（り2自…

Since　the　circuitσis　over　Pol（ρσ，A），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1：：ll）∈－

where　yiニ（yi（1），．．．，yi（m））．　Therefore，　we　ca，n　show　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（。認謝　・

　　　We　assume　that　the　circuit　O　eva正uates毛he　constant　function　cv　such　that　v¢Aby

initial　sequence　x（－d），．＿，x（－1）．　Then

　　　　　　　　　　　σ（y，x（一（♂），．．．，x（－1），σ（x（一の），．．，，σ（x（－1）），x（1），．．．，x（オ））　＝　v

　　　　　O（yσ，σ（x（一（i）），．．．，σ（コ：（－1）），x（一の，．．．，コじ（－1），σ（コじ（1）），．．．，σ（コc（の））　ニ　　4v・，

　　Therefore

（　　σ（y，．T（一の，＿．，x（－1），σ（x（一の），＿，σ（x（－1）），x（1），＿，x（オ））σ（yσ，σ（．T（一の），．＿，σ（¢（－1）），コじ（一の，一．，x（－1＞，σ（x（1）），・。．，d（x（舌））））…1（PA）・

i．e．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（の∈剛・

This　is　a　contradiction　to　the　de且nition　ofρル　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

Remark　8．14　Let　A　6eαprope’r　subset　o∫Xた・We　d〔lfineη＝｛（x）ix∈A｝・Tんen

Pol（σ．4）⊂Po1（γ．4）and　Pol（σA）≠Po1（τA）・7「んθunαry’relation　7A　isαcentral　relαtio’n・50

Pol（r．4）ts　N5－complete　but　Pol（a，1）is　IV5－incomplete・
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8．3　NS－completeness　criterion　fbr　the　binary　case

、Ve　define

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－P・1（｛（：）・（川｝）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　AJ1－P・1（｛（Dく川｝）・

　　　The　sets△髪〕and／VI　are　NS－incomplete　by　Theorem　8．13．　The　set　S　ls　NS－incomplete

by　Theorem　8．12，

　　　In　the　following，we　denote　by　F　a　set　of　logical　functions．

Proposition　8．151f　F¢Sthen　co∈〈F＞or　cl∈＜F＞・

Proof

Let！∈F＼S．　Then　there　exists（α1，．．，1　an）∈Xダsuch　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ（α、，＿，α。）　＝＝　f（α1，．．．，α概）．

We　define　g（コ　o，　xl）＝∫（．xα、，＿，xαn）。　Then　g（0，1）＝g（1，0）．　Three　cases　are　possible．

　　　Case　1（9（0，0）＝9（1，1）＝α）　　　，

　　　In　this　case，9’（x）＝9（x’7謬）is　a　constant　function　cα．　So　cα∈〈」F「〉．

　　　Case　2（9（O，1）＝9（0，0）≠9（1，1））

　　　In　this　case，　g（x，y）is　either　AND（x，y）or　NAND（x，y）．

　　　If　g（x，㌢）＝AND（．T，y）then　the　constant　function　co　is　evaluated　by　the　following　circuit

Co　by　initial　sequence（0），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Co）｛シ’＝AND（x，の．

　　　If　g（x，y）＝・NAND（x，yt）then　the　constant　function　co　is　evaluated　by　the　following

circuitご1．

（ei）

y｛＝

z6＝

yS＝

NAND（Y2，Y2）

NAND（x，Y3）　．

NAN　D（x，x）
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　　　So　Co∈〈17＞．

　　　Case　3（y（O，1）＝」（（1，1）≠y（0，0））

　　　III　this　case、≦ノ（、r、Ltノ）ls　either　OR（．じ、y）or　tN　O　ll．（．じ，Jl）．

　　　If　g（；v，Yl）＝OR（，じ，，ll）then　the　constant　fullCtiOll　cl　is　evaluated　by　the　following　circuit

ご2by　initial　sequenCe（1）．　　　　　　　　　　　　　　’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（C2）｛シ’＝OR（x，　y）．

　　　If　g（x、Yl）＝NOR（x’ラyt）then　the　collstant　function　cl　is　evakiated　by　the　following　circuit

ご3．

（c3）

yl＝

垢＝
　ノ

Y3　＝

NOR（Y2，・Y2）

NOR（Cl；’，’Y3）　・

NOR（x，x）

　　　Soc1∈＜F＞、　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

Remark．　8．16　The　circuits　ei（1＝1，2，3）in　proof（）f　Proposition　8．15αre　restricted　se－

guential　cirCuits，

Proposition　8．17　SupPose　thαt　F¢ム！1　two－variable　non－linear　function∫6elongs　in

FU｛C。｝f・r　any　constαnt　a．

Proof

　　　Case　1（α＝0）

　　　Letノ’be　an　n－variable　non4inear　function　in　F．　If　n　：2then　the／is　two－variable

non－1inear　function。　So　we　suppose　that　n≧3．　By　Galois，s　expansion　theorem（See［25】），

　　　　　　　　　　　　　　f（ar　1，．．．，；Vn）

　　　　　　　　　　　　　　　　＝α。㊦（α1・x1㊥…㊦αパXn）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　㊥（α、2・コ：、　’　X2　e　a13・Xl・X’3㊥…α。一1，パコC。－1・Xn）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　㊥・・9∈E）α！2．．．n　・2’1　・・。・。Xn，

where㊥alld・denote　the　addition　in　modulo　2　and　logical　AND、　respectively．
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　　　、、’e　ch・Se　tlle　minimtml　degree　tem・．ど

（lefine：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．む

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　碗　　　　　シ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9（2’，ill）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ＠1，＿，ω。）．

Then　the　logical　functioll　g　ls　two－variabI

FU｛α｝．

　　　Case　2（α＝1）

　　　After　replacing錫by　Xi（∋1，apply　the　same　argulnents　ill　Case　l　to　f’（XI，＿，Xn）＝

！（XlO1，＿．，Xπ㊥1）．Then　we　can　show　that　there　exists　a　two－variable　non－iinearfunction

which　belongs　to　F　U｛1｝．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

Proposition　8．18、［fF¢ハ「o　then　either　cl　oT　g（x，y）＝x（D　IY　is　contained　in（FU｛co｝〉・

Proof

Let　f∈Ω2＼F．　Then　there　exists

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1：）∈｛（川，（1）｝

Such　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（！（Ub＿，Un）ノ＠、，＿，v。））一（D・

　　　We　de丘ne：

・一
Eら，wh・・ed・9・・ei・g…t・・t・han　“v・・W・

　ifゼ＝ll

　ift；：＝ち（2≦ブ≦1））

otherwise，

　enon－linear，　Furthermore　g（x’，　y）belongs　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ωi　＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9（x，Yl）＝／（ω1，＿，ω。），

Therel）y　g（x，y）belongs　to　F　U｛co｝alld　g（0，1）＝g（LO）

x　　if　ZCi　＝＝　1，Vi　＝　O

LI／　　if？li　＝0，Vi　：＝　1

0　　 if　Ui　＝＝Vi　＝：　0，

　　　　　　　　　　　　＝1．
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　　　If　g（0，0）＝　l　then　tlle　clrcuit　Cl　evaluates　the　constant　functionぐl　b｝・initial　sρ（luencぐ｝

（O）．　If≦ノ（1，1）＝　l　t，hen　tlle　circuit（コl　evaluates　the　const～、nt　functioll　cl　by　initia，l　se（4uence

（1）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Cl）｛シ・＝9（融）

If　」（（0、0）＝9（1，1）＝Othα・9（a・，y）＝・じ㊤y．　　　　　　　　　　　　　口

Propositユon　8．191f∬¢ノVI　tんen　eithe？’　co　oザ9（x’，y）＝銑鋤（1）1　’is　co几tαine（1ぬ〈FU｛cl｝〉．

Proof

Let∫∈Ω2＼F．　Then　there　exlsts

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1：）∈｛（D，（川｝

Such　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（f（u・，＿，Un）f（v、，＿，Vn））一（1）・

　　　We　define：

　　　ωi　：＝

9（x，y）

　　if　ILi　：＝　1，Vi　＝O

y　　 if・Ui　＝＝0，Vi　＝＝　1

1　　if　ZLi　＝Vi　＝　1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝∫（ω、，．．，，ω。）．

Thereby　g（コc，シ）belongs　to　F　U｛c1｝and　g（0，1）＝g（1，0）＝0．

　　　If　g（0，0）ニOthen　the　circuit　CI　evaluates　the　constant　function　cl　by　initial　se（luence

（0）．If　g（1，1）＝1then　the　circuit（31　evaluates　the　constant　function　cl　by　1nitial　sequence

（1）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（c1）｛y’＝9（吻

If　g（0，0）＝9（1，1）＝1then　g（¢，y）＝x㊥y㊥1。　　　　　　　　　　　O

　　　VVe　define／Lムc（．v，y）＝x・yt㊥α・x㊥6・IJ㊥cand　g（こむ，シ）＝・置㊥ン．
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Remark　8。207γ～εcゴ’・c～’〃3　Cど

s屠c’α∫5叩‘ε1～’～αlc〃℃繍5．

h～ρ1・0でガ（ゾP’Yη，でパ1’101～c5’．　f　8‘〃～‘’P”θpos〃1‘川8・19α1’C”ピー

Proposition　8．21　StLppose〃？，αt／，　g∈〈Fu｛（・o｝〉．7”hen・cl∈〈FU｛co｝〉．

Proof

Case　1（α＝0，6＝0）　　　　　　I

　　　In　this　case，　the　circuit　CI　evahlates　the　functiollノ～（x，y）＝iv・yt㊦．v＄y母c．　If　c＝Othen

ん（x，y）＝OR（．v，　Yl），　Alld　if　c＝1thenん（ω，シ）＝NOR（x，シ）．　As　a　result、　we　can　construct

the　circuit　over　F　U｛co｝which　evaluates　constalユt　functiQn　c1．

（e、）

拓＝9（Y2，・Y3）

yS　：＝　f（Xl，X2）

y5＝9（x・，x2）

　　　Case　2（α＝1，b＝0）

　　　In　this　case，　the　circuit　C2　evaluates　the　function　h（x，y）．　If　c　＝　O　then　h（x，　y）　：

OR（x’，y）．　And　if　c＝1thenん（x，y）＝＝NOR（x，y）．　As　a　result，　we　can　construct　the　circuit

over　F　U｛co｝which　evaluates　constant　function　c1．

（e2）

’
1
　
’
2
　
’
3
　
’
4

伽
y
シ
シ
シ

9（Y2，・Y3）

f（x、，x2）

9（Y4，x2）

　　　Case　3（α＝0，δ：＝：1）

　　　In　this　case，　the　circuit　C3　evaluates　the　function　ん（コじ，y）．　王f　c　＝　O　then　ん（：v，y）　＝・

OR（コr，y）．　And　if　c＝1thenん（コc，y）＝NOR（x，y）、　As　a　result，　we　can．construct　the　circuit

over　F　U｛co｝which　evaluates　constant　function　c1．

（e3）

’
ー
　
ノ
2
　
／
3
　
／
4

シ
〃
ン
シ

9（Y2，・Y3）

／（Xl，X2）

9（Xl，　Yt　4）

CO
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　　　Case　4（αニ1、b＝1）

　　　111　tllis　case，　the　c量rcuit　C．i　ev～i，luates　the　fu【1ctioll　！～（．～！、ごノ）．　　If　（・　＝　 O　then　 1～Cご，1〈ノ）　＝

OR（・1「　，　y）．　And　if　c＝lthellノ～（，lr，S／）＝NOR（．ご，y）．　As　a　vesiilt、　we　can（’onstm（］’t’th｛一）circuit

・ver　F　U｛c。｝wlllch　evaluates　c・1・st・al｝t，　flll’ICti・n・レ

（e，）

ノ
ー
　
’
2
　
／
3
　
’
4

シ
シ
シ
㌢

＝　　9（Yl　2，シ3＞

＝／（こむい・じ2）

＝　9（Yt　4り　Y4）

＝　　CO

口

Figure　10：Realization　of　OR　or　NOR　byノ，　g　and　co

By　the　same　arguments　in　above　proof，　we　can　show　the　following　proposition．

Proposition　8．22　Suppose　that！，　g㊥1∈〈FU｛c1｝〉，　Then　co∈〈F　U｛co｝〉，

Theorem　8．23五eげbe　a　set　of　logicα1！セπc孟ビoπ8，　F　is　ArS－co肌ple亡eガぬs　7乙o重co痂ined

in　any（沸んe伽ε8θオ3　M≦，五，5，ハ「。αnd・N、．

Proof

Assume　that　F　is　not　contained　in　any　of　the行ve　sets　M≦，L，S，　IVo　and　Ni．　We　can　realize

either　co　or　cl　because　of　Proposition　8．15，

　　　If　we　can　realize　the　constant　function　co　then　we　can　realize　another　constant　fumction

cl　because　of　Proposition　8．17，Proposition　8．19　and　Proposition　8．21．　On　the　other　hand，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　51



if　we　can　realize　tl・・…11・しallt　f・m・tl・川cl　tl1・・w・・…reali・・…th・・r・（川・亡・・　f…cti・川

（幽Qbecaitse　or　Proposition　8ユ7、！）rol）ositloll　8．Lg　and　ProPositlo118．22．　As～しresult．　we　can

・e・1ize　b・th・f…n（i・1，i．・．　C・nst、⊂＜F＞．

　　　Hellce∫7　U　Const2　is　ilot　conta．ined　ill　any　of　tlle　five　sets．、／≦．L、，b’、．、10　and．、11．　lt

shows　F　is　NS－cornplete　by　virtue　of　Lemma　8．8．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口
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