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abstract. In this paper, we study arithwetic (hyperbolic) surface bundles and its Kleinian models. 
Many people have locked at topology and geowetry of surface burdles over the circle. We consider 
some invariants of its Kleinian models.

1. Introduction
有限体積双曲 3 次元多様体の有名なクラスとして，pseudo Anosov 写像をモノドロミー

とする円周上の曲面束がある．3 次元多様体論に革命を与えた Thurston は，サーベイ論文 
[32] で挙げた 24 の問題群の中で「任意の有限体積双曲 3 次元多様体は，ある有限被覆を
取れば円周上の曲面束の構造をもつ」という virtually fibered 予想を提唱した．にわかには
信じ難いこの予想は，後に Agol [1, 2] や Wise [38] によって肯定的に解決された 1．このこ
とから，円周上の曲面束が特別に重要な双曲多様体であることがわかる．

一方で，有限体積 Klein 群の通約類（commensurability class）が重要な不変量を持つこ
とが知られている．これらの不変量を用いることにより，算術的（arithmetic）というと
ても興味深い有限体積双曲構造のクラスが定義され，今日まで多くの研究が行われている．
ここでは，曲面束やその Klein 群モデルの算術性に注目し，群の離散性と算術性から得ら
れる不等式不変量の評価と現在進行中の問題について論じる．

2. Preliminaries
2.1　Surface bundles. はじめに，円周上の曲面束の幾何構造について簡単に復習し，
Jørgensen が最初に曲面束として構成した，ファイバー曲面が錐特異点を 1 つもつ
2-orbifold 束について議論する．なお，曲面束に関するより詳細な研究については，作間
誠氏による曲面束とファイバー構造に関する素晴らしいサーベイ [25] や，蒲谷祐一氏に
よる virtually fibered 予想の解決の素晴らしい解説ノート [16] を参照されたい．

Definition 2.1. 曲面 Σ = Σg,n と向きを保つ自己同相写像 φ : Σ → Σ に対して，（境界付き）3 次
元多様体 Σ  × [0, 1] の 2 つの境界成分を φ  : Σ  → Σ  で貼り合わせて得られる 3 次元多様体

Mφ : = Σ  × [0, 1] /(x, 0) ～ (φ(x), 1)

を，φ をモノドロミーとする円周上の曲面束（surfrace bundle over the circle），あるいは写
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1 コンパクト（閉多様体）の場合は Agol，境界付きの場合は Wise による．
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像トーラス（mapping torus）という．
曲面束の幾何を論じる上で最も重要な主張が次の定理である．

Theorem 2.1. （Nielsen-Thurston classification） Mod(Σ) を 曲面 Σ  = Σg,n の写像類群（Σ 上の同
相写像のアイソトピー類全体のなす群）とする．任意の写像類 φ  ∈ Mod(Σ) は次のいずれ
か一つを満たす．

(i) periodic : Mod(Σ) の元として有限位数である．
(ii) reducible : φで保存される，Σ 上の互いにdisjointな本質的単純閉曲線の族が存在する．

(iii)  pseudo-Anosov : 横断的に交わる特異な測度付き葉層（mesured foliation）構造の組 (F s, 

μ s), (F
u, μu) と 定数 λ  >1 が存在して，次が成り立つ：

φ  (F s, μ s) = (F s, μ s / λ), φ  (F s, μ s) = (F s, λμ s).

Example (cf. [7]). 1 点穴あきトーラス Σ  = Σ1,1 に対し，写像類 φ  ∈ Mod(Σ) ≈ SL (2, Z) の行列
表現のトレースをそのまま tr φ  と書くことにする．このとき，φ の Nielsen-Thurston type は

(i) |tr φ | < 2 のとき periodic，
(ii) |tr φ | = 2 のとき reducible，

(iii) |tr φ | > 2 のとき pseudo-Anosov．
これは，φ の行列表現を Möbius 変換群 PS L (2, Z) へ射影したときに，それぞれ (i) 楕円

型，(ii) 放物型，(iii) 双曲型であることと一対一に対応する．

p.A. 写像の幾何に関するより厳密な議論は，Casson-Bleiler [6] が詳しい．なお，モノド
ロミーが p.A. でない曲面束の幾何構造は，(i) が Seifert ファイバー束，(ii) は非自明なトー
ラス分解をもつ多様体に対応している．

Theorem 2.2. (Jørgensen [13]). n ≥ 2，ψ , λ , ρ , x を以下の複素数とする．

ψ =
1
2

1 + 17 − 8 cos
π
n

1/ 2

λ = exp
πi
2n

ρ =
1
2

(ψ+ 2) + (ψ− 2)1/ 21/ 2

x =
(−ψ+ 3) + (−ψ− 1)1/21/2

1/22 (ψ− 2)

このとき，Möbius 変換 T, X, Y ∈ PS L (2, C) を 

T = ρ 0
0 ρ −1 , X = −λx −(1 + x2)

1 λ−1x , Y = T X −1 T −1X
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とすると，T, X, Y が生成する群 G* は Klein 群であり，次の表示をもつ．

G* = 〈T, X, Y | [X, Y ]n = X－1 TXT－1 Y = TYXT－1 Y－1 = 1〉.

さらにこのとき，H3 / G* → S 1 はファイバーが cone angle 2π/n の錐特異点を 1 つもつ特異
トーラスである 2-orbifold 束である．

Theorem 2.2 を用いて，8 の字結び目補空間が（figure eight knot complement）が曲面束の
構造をもつことを示すことができる．この議論は，多くを渡辺綾子氏の修士論文 [37] に
負っている．

Jørgensen が構成した Klein 群 G* の表示から基本関係 [X, Y ]n = 1 をなくした群を G とする．

i.e.　G = 〈T, X, Y | X－1 TXT－1 Y = TYXT－1 Y－1 = 1〉.

ここで，G* の生成系の基本関係 [X, Y ]n = 1 は，曲面束のファイバーの錐特異点に対応し
ていたので，それをなくした群 G は，1 点穴空きトーラス束の双曲構造を表していること
に注意する．

G の生成元に対し，Y = TX－1 T－1 X, TYXT－1 Y－1 = 1 より Y を消去すると，

TTX－1 T－1 XXT－1 X－1 TXT－1 = 1,　i.e. TX－1 T－1 XXT－1 X－1 TX = 1.

ここで，A = TX－1, B = T としよう．このとき，A, B は G の生成系をなし，

TX－1 T－1 XXT－1 X－1 TX = TX－1 T－1 X (T－1 T ) XT－1(T－1 T ) X－1 TX (T－1 T ) 
 = (XT－1) T－1(XT－1) T (XT－1) T－1(XT－1) T (XT－1) T
 = AB－1 A－1 BA－1 B－1 ABA－1 B

より，A, B の基本関係は，

AB－1 A－1 BA－1 B－1 ABA－1 B = 1,　i.e.　ABA－1 BAB－1 A－1 BA－1 B－1 = 1.

以上より，G は次の表示をもつ：

G = 〈A,B | ABA－1 BAB－1 A－1 BA－1 B－1 = 1〉.

これは 8 の字結び目群と同型であり，即ち円周上の曲面束 H3/G が 8 の字結び目補空間と
なっている事実が従う．

Remark (cf. [4]). 一般に，ファイバーが曲面 S でモノドロミー φ  の曲面束 M → S 1 の基本
群 π1(M ) は，ファイバーの基本群 H = π1(S ) と φ が誘導する基本群の同型写像 φ* : H → H 

に対して次の表示をもつ：
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π1(M ) = H*φ*〈H, t | tht－1 = φ*(h) for all h ∈ H〉

即ち，π1(M ) は H = π1(S ) の φ* に関する HNN 拡大である．

2.2. Arithmeticity. 続いて，双曲 3 次元多様体や Klein 群の算術性と通約不変量を定義し，
次節で算術的双曲構造をもつ曲面束の例として 8 の字結び目補空間について調べる．本節
で論じる内容は Maclachlan-Reid [19] が詳しい . 

Definition 2.2. A を体 k 上の中心代数で k 上 4 次元ベクトル空間の構造をもつものとする．
A が k 上の四元数環（quaternion algebra）であるとは，A の k- 基底 {1, i, j, l} が次の 3 条
件を満たすことをいう．

(i) 1 は A の単位元である．
(ii) ある a, b ∈ k が存在して，i 2 = a1, j 2 = b1．

(iii) i j = －ji = l．

このとき = a, b
k

（Hilbert symbol）と表す．また，x = x0 + x1i + x2 j + x3l のノルム n(x) を

n(x) = x0
2－ax1

2－bx2
2 + abx3

2

で定義する．

Definition 2.3. A を体 k 上の中心代数で k 上 4 次元ベクトル空間の構造をもつものとする．
A が k 上の四元数環（quaternion algebra）であるとは，A の k- 基底 {1, i, j, l} が次の 3 条
件を満たすことをいう．

(i) 1 は A の単位元である．
(ii) ある a, b ∈ k が存在して，i 2 = a1, j 2 = b1．

(iii) i j = －ji = l．

このとき = a, b
k

（Hilbert symbol）と表す．また，x = x0 + x1i + x2 j + x3l のノルム n(x) を

n(x) = x0
2－ax1

2－bx2
2 + abx3

2

で定義する．

Example. 次が成り立つ．

(i)  四元数環 
−1,−1
  は Hamilton の四元数体 H であり，ノルム nH(x) は euclidean norm

である．

(ii) M (2, R) = 
1, 1
  となる．実際，



65

1 = 1 0
0 1 , i = 1 0

0 −1 , j = 0 1
1 0 , l = 0 1

−1 0

となり，nM (2, R) = det (x) である．

Definition 2.4. A を体 k 上の四元数環，ϕ  : k Rを埋め込みとする．A ⊗ϕ(k) Rが Hamilton

の四元数体となっているとき，A は k の埋め込みϕ で分岐する（ramified at ϕ）という．

Definition 2.5. k を数体，即ち有理数体 Qの有限次拡大とし，Rk を k の整数環とする．k の
四元数環 A に対して，O が A の order であるとは，次の 3 条件を満たすことをいう．

(i) O は A の 1 を含む部分環である．
(ii) O は Rk- 代数として有限生成である．

(iii) O ⊗Rk
 k ≅ A．

Qは標数 0 なので，数体 k に対してある代数的数α  ∈ Qが存在して，k = Q(α) となる．
α の共役元α  = α1, α2, …, αd に対して，体の同型σ1, σ2, …, σd を

σ i : k →  ;
d−1

n=0
anαn

d−1

n=0
anαn

i

で定める．α i ∉ Rならばα－もα の共役なので，σ1, σ2, …, σd のうち σ i (k) ⊂ Rとなるものが
r1 個，σ i (k) ⊄ Rとなるものが r2 個のとき，

d = r1 + 2r2

が成り立つ．このとき，数体 k は r1 個の実素点（real places）と r2 個の複素素点（complex 
places）をもつという．特に r2 = 0 のとき，k は総実（totally real）であるという．

以上のもと算術的 Klein 群を定義する．なお，本稿では 3 次元 Klein 群についてのみ論
じることとするが，面積有限 Fuchs 群に対しても算術性が定義されており，多くの研究が
なされている．算術的 Fuchs 群については，[19] の他，Katok や前田多惠氏の論文 [21] な
どが詳しい．

k をただ 1 つの複素素点をもつ数体， = a, b
k

を k のすべての実素点で分岐している

四元数環，O を A の order とし，ρ  : A  M (2, C) を k- 代数の埋め込みとする．具体的に
は，A の元 x = x0 + x1i + x2 j + x3l に対して

√ √
√ √ρ (x) = x0 + ax1 x2 + ax3

b(x2－ ax3 ) x0－ ax1

と定めることにより構成できる．ρ を O1 = {x ∈ O | n(x) = 1} に制限すると，ρ(O1) ⊂ SL (2, C)

がわかる．P : SL (2, C) → PSL (2, C) を射影とすると，Pρ  (O1) ⊂ PSL (2, C) は体積有限
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Klein 群となる ([19])．

Definition 2.6. Möbius 変換の群 G1, G2 が狭い意味で通約的（directly commensurable）であ
るとは，G1 ∩ G2 が G1, G2 の部分群として有限指数であることをいう．群 G1, G2 が広い意
味で通約的（commensurable in the wide sense）であるとは，Möbius 変換でいずれかの共役
を取れば互いに狭い意味で通約的になることをいう．

さらに，2 つの双曲多様体が通約的であるとは，共通の有限被覆となる双曲多様体が存
在することをいう．なお，Möbius 変換による共役で Klein 群に対応する双曲構造は不変 2

なので，双曲多様体の通約性と Klein 群の広い意味の通約性が同値である．したがって，
以下通約性は広い意味での通約性を考える．

Definition 2.7. 有限体積 Klein 群 Γ ⊂ PS L (2, C) が算術的（arithmetic）であるとは，ただ 1

つの複素素点をもつ数体 k，k のすべての実素点で分岐している四元数環 A，A の order O
が存在して，k- 代数の埋め込み ρ  : A  M (2, C) に対し，Γ と Pρ  (O1) が広い意味で通約
可能であることをいう．

Möbius 変換の群 Γ ⊂ PS L (2, C) に対し，Γ (2) = 〈γ2 | γ  ∈ Γ〉とする．
• k := tr γ | γ∈P－1 (2)ΓΓ を invariant trce field という．

• A =
f inite

ai γ i ai∈kΓΓ Γ, γ i∈P－1 (2) を invariant quaternion algebra という．

定義より，AΓ は kΓ- 代数である．なお，Γ が有限体積 Klein 群であれば kΓ は数体となる
ことが知られている ([19])．次の主張から，invariant trce field と invariant quaternion algebra

は算術的 Klein 群の通約不変量である．

Proposition 2.3 ([19]). 数論的 Klein 群（Fuchs 群）Γ1, Γ2 ⊂ PSL (2, C)（PSL (2, R)）が通約
可能であることの必要十分条件は，(kΓ1, AΓ1) = kΓ2, AΓ2 が成り立つことである．

これらの通約不変量を用いて算術的 Klein 群は以下の通り特徴づけられ，実際に数論と
の結びつきが極めて強いことがわかる．

Theorem 2.4 (Gehring-Maclachlan-Martin-Reid [9], Theorem 4.3). Möbius 変換の群 Γ ⊂ PSL (2, 
C) が算術的 Klein 群であることの必要十分条件は，次の 4 条件を満たすことである．

　1. kΓ はただ 1 つの複素素点をもつ数体である．
　2. 任意の g ∈ Γ に対して tr g は代数的整数である．
　3. AΓ は kΓ のすべての実素点で分岐する．

2 逆に，本稿で論じる双曲多様体は有限体積なので，Mostow-Prasad の剛性から基本群のホロノミー表現
は Möbius 変換による共役を除けば一意的である（Klein 群モデルのみである）ことに注意しておく．
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　4. H3 / Γ は有限体積である．
さらにココンパクトでない算術的 Klein 群，即ち放物型変換を含む場合については次の

主張が成り立つ．

Theorem 2.5. ココンパクトでない有限体積 Klein 群 G が算術的であることの必要十分条件
は，ある Bianchi 群 PSL (2, Od) と通約可能となることである .

一方，ココンパクトな算術的 Klein 群，即ち算術的双曲構造をもつ閉多様体の例として
は Weeks 多様体とよばれるものがある．Jørgensen-Thurston 理論により，向き付け可能な
有限体積双曲 3 次元多様体の体積全体のなす集合はωω の形の整列集合．即ち，

ωω = {1, 2, 3, …, ω , ω  + 1, ω  + 2, ω  + 3, …, 2ω , 2ω  + 1, …}

の形の整列集合と同型の順序集合となる．その中で体積が最小である唯一の双曲多様体が
Weeks 多様体であることが，Gabai-Meyerhoff-Milley [8] により示されており，後述する
figure eight sister manifold を (5,2)-Dehn filling することで得られる．基本群は次のような表
示をもつ：

〈X, Y | X 2Y 2X 2Y－1XY－1 = X 2Y 2X－1 YX－1Y 2 = 1〉

このホロノミー表現（Weeks 多様体の Klein 群モデル）は

X = x 1
0 x－1 , Y = y 0

r y－1 .

ただし，x, y, r は |x |≠1, |y |≠1 となる 0 でない複素数であって，z = x + x－1 に対して次を
満たす．

z3－z－1 = 0, r = 2－z.

さらに，この z に対し簡単な計算から kΓ = Q(z), Γ = Γ (2) が従い，tr Γ の元は全て Q(z) の代
数的整数であることがわかる．このとき，kΓ = Q(z) はただ一つの実素点をもち，計算機
を用いることで AΓ は kΓ の実素点で分岐することが示される（[18] 参照）．これより，
Weeks 多様体は Theorem 2.4 の 4 条件を全て満たすので算術的であることが従う．

2.3. Figure eight complement, sister and related orbifold. まず，§2.2 で 8 の字結び目補空間
が 1 点穴空きトーラス束になることを示したが，それらの双曲構造と算術性について補足
しておく，Riley [24] と Thurston [33] は，8 の字結び目補空間が 2 つの理想四面体へ分割
するできることを示し，その完備双曲構造を構成した．その結び目群

G = 〈A, B | ABA－1BAB－1A－1BA－1B－1 = 1〉.

のホロノミー表現（結び目補空間の Klein 群モデル）は
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A = 1 1
0 1 , B = 1 0

－ω ω1 （　は 1の複素 3乗根）

である．特に基本領域を考えることにより，Γ は Bianchi 群 PSL (2, O3) の指数 12 の部分
群となるので算術的となる．なお，Riley [24] は双曲結び目の算術性について次を示して
いる．

Theorem 2.6 ([24]). 補空間が算術的双曲構造をもつ結び目は，8 の字結び目に限る．
さらに，算術的 1 点穴空きトーラス束はモノドロミーにより完全に分類される．写像類

群 3 Mod(Σ) ≈ S L(2, Z) の生成系

L = 1 0
1 1 , R = 1 1

0 1

に対して，モノドロミーが RL の 1 点穴空きトーラス束が 8 の字結び目補空間となる．

Theorem 2.7 (Bowditch-Mackachlan-Reid [4], Theorem 5.1). 円周上の 1 点穴空きトーラス束
M が算術的であるための必要十分条件は，モノドロミーが±RL, ±R2L, ±R2L2 のいずれか，
あるいは M がその巡回被覆となっていることである．

Remark (cf. [19]). モノドロミーが－RL の 1 点穴空きトーラス束は，8 の字結び目補空間同
様に 2 つの理想四面体に分割される双曲 3 次元多様体である．2 つの理想四面体の貼り合
わせで得られる 3 次元完備双曲構造はこの 2 例のみである．そこで，モノドロミーが－
RL の 1 点穴空きトーラス束は figure eight sister manifold と呼ばれる．

Theorem 2.2 とその後の考察から，Jørgensen が構成した 2-orbifold 束は，8 の字結び目補
空間のカスプ（S 3 における 8 の字結び目 41 の管状近傍）に沿って cone angle 2π/n の cone 
singularity をもつ orbifold（特に錐多様体）である．これを figure eight orbifold という．カ
スプに沿って cone singularity が入ることに注意すると，orbifold 群を

〈An, Bn | An
n = Bn

n = An Bn An
－1Bn An Bn

－1An
－1Bn An

－1Bn
－1 = 1〉

ととることができる．Mednykh-Rasskazov [22] は，次のようにホロノミー表現がとれるこ
とを示した．

An =
cos πn －1eρn /2 sin π

n
－1e－ρn /2 sin π

n cos π
n

, Bn =
cos π

n √－1e－ρn /2 sin π
n

－1eρn /2 sin π
n cos π

n
,

where cosh ρn =
1
4

1 + cot2 (π/ π/ π/n) －i 3 cot4( n) + 14 cot2 ( n) －5 .

√
√

√

このホロノミー表現を Γn とする 4．Thurston のレクチャーノート [33] では，この群 Γn が，

3 1 点穴空きトーラスへの写像類群 S L(2, Z) の作用は，被覆空間 R2 \ Z2 への線型変換により定まる．
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n = 2 のとき球面構造，n = 3 のとき Euclid 構造，n ≥ 4 のとき双曲構造を与えることを示し
ている 5．

Theorem 2.8 (Hilden-Lozano-Montesinos [11]). Γn が算術的 Klein 群となるのは n ∈ {4, 5, 6, 8, 
12} のときに限られる．

3.1. Vesnin-Masley’s theorems. まず，Vesnin-Masley [34] による figure eight knot orbifold 群
に対する Jørgensen 数，GMT 数，Tan 数の評価に注目し，基本群が 2 元生成である円周上
の曲面束に対して Vesnin-Masley の計算のアナロジーが成り立つかについて，次節で現在
計算中の問題を交えて議論する．

Theorem 3.1. PSL(2, C) の 2 元生成部分群 G に対して，
1. (Jørgensen [14]) G が非初等的のとき，次の不等式を満たす：

| tr2 X－4 | + | tr[X, Y]－2 | ≥ 1.

2. (Gehring-Martin [10], Tan [31]) tr[X, Y] ≠ 1 のとき，次の不等式を満たす：

| tr2 X－2 | + | tr[X, Y]－1 | ≥ 1.

3. (Tan [31]) tr2 X ≠ 1 のとき，次の不等式を満たす： 

| tr2 X－1 | + | tr[X, Y] | ≥ 1.

Jørgensen の不等式，Gehrin-Martin-Tan(GMT) の不等式，Tan の不等式で等号が成立する
生成系をもつ 2 元生成 Klein 群をそれぞれ Jørgensen 群（Jørgensen group），GMT 群（GMT 
group），Tan 群（Tan group）という．この議論を精密化して，PSL(2, C) の 2 元生成部分群
の不変量を定義する．

Definition 3.1. Möbius 変換の組 X, Y ∈ PSL(2, C) が Klein 群 G を生成しているとする． 
1.  J (G) = inf {| tr2 X－4 | + | tr[X, Y]－2 | ; 〈X, Y〉= G} を G の Jørgensen 数（Jørgensen number 

of G）という．
2.  G (G) = inf {| tr2 X－2 | + | tr[X, Y]－1 | ; 〈X, Y〉= G, tr[X, Y] ≠1} を G の GMT 数（GMT 

number of G）という．
3.  T (G) = inf {| tr2 X－1 | + | tr[X, Y] | ; 〈X, Y〉 = G, tr2 X≠1} を G の Tan 数（Tan number of G）

4 figure eight orbifold 群であることを考えると，Jørgensen が構成した群と本質的に同じものである．
5 群の表示から楕円型は有限位数のものしか含まれないので離散群であり，したがって，n ≥ 4 のとき

Klein 群となる．
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という．
これらの不変量を figure eight orbifold に対して計算する上で次の補題が非常に有効であ

る．

Lemma 3.2 (Vesnin-Masley [34], Lemma 3.1). Γn = 〈An, Bn〉 (n ≥ 4) を Mednykh-Rasskazov [22]

による figure eight orbifold 群のホロノミー表現とする．このとき，任意の λ  ∈ Rに対して
次が成り立つ：

| tr[An , Bn ]－λ | = (λ2－3λ+ 3) + 4(λ－1) sin2(π /n)

以降，断らなくても figure eight orbifold 群 Γn = 〈An, Bn〉は n ≥ 4，即ち双曲構造に対応す
るものとする．

Jørgensen numbers.
Theorem 3.3 (Vesnin-Masley [34]). Γn の Jørgensen 数について，次が成り立つ：

1 ≤ J ( n) ≤ 4 sin2 ( n) + 1 + 4 sin2 (π/π / n).Γ

proof. Lemma 3.2 より，

J ( n) ≤ J (An, Bn) = |4 cos2 ( n)－4| + 1 + 4 sin2 ( n) = 4 sin2 ( n) + 1 + 4 sin2 (π/π/π/π/ n).Γ

左の不等号は Jørgensen の不等式から従う． (q.e.d.)

過去の紀要でも紹介している通り，8 の字結び目群 G (41) は Jørgensen 群，即ち J (G(41)) 
= 1 であることが佐藤宏樹氏 [27] により示されている．これに注意すると，Theorem 3.11

から次の興味深い主張が従う．

Corollary 3.4. lim J (Γn) = J (G(41)) = 1
n→∞により，figure eight orbifold の cone angle 2π/n が 0 に収束するが，これは幾何的に

は cone singularity がカスプへ近づくことを意味する．Corollary 3.4 は，cone angle がカス
プに近づくにつれて Jørgensen 数にも同様の漸近挙動がみられることを意味している．

GMT numbers. まず，8 の字結び目群の GMT 数は純粋な整数論のみを用いて計算が可能
である．

Theorem 3.5 (Vesnin-Masley [34]). 8 の字結び目群 G(41) に対し，G (G(41)) = 3.
[34] では，整数環 O3 の元の直接的な計算により示している．ここでは Callahan [5] によ

る算術的 Klein 群に対する評価を用いながら証明する．代数的整数論に関する基本的な議

n→∞
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論は，[29, 30] 等の整数論の標準的な教科書を参照せよ．

Lemma 3.6 (Callahan 5]). 有限体積 2 元生成 Klein 群 Γ に対し，tr Γ が trace field Q(tr Γ ) の
整数環 R に含まれるとする．このとき G = 〈A, B〉 = 〈X, Y〉 ならば，[X, Y ]－2 と [A, B]－2

の比 ([X, Y ]－2) / ([A, B]－2) は R の単元である．

Proof of Theorem 3.10. G(41) の標準生成系

A = 1 1
0 1 , B = 1 0

－ω 1

に対し，tr [A, B] = 2 + ω2 より，

| tr2 A－2 | + | tr [A, B] －1 | = | 4－2 | + |1 + ω2| = 2 + |－ω  | = 3.

今，X, Y ∈ PS L (2, C) が G(41) = 〈X, Y〉を満たすとする．G(41) < PS L (2, O3) より，Q (tr Γ ) 
= Q ( －3) となることに注意する．

まず | tr2 X－2 | ≥ 2 を示す．| tr2 X－2 | < 2 とする．tr X = a + bω  (a, b ∈ Z) とすると，tr2 
X = (a2－b2) + (2ab－b2) ω より，

|(a2－b2－2) + (2ab－b2) ω  |2 < 4,  i.e. (a2－ab－b2/2－2)2 + 3(ab－b2/2)2 < 4.

この整数解は (a, b) = (±1, 0) のみであるが，これは tr X = 1 より X が有限位数となり，
G(41) が torsion free であることに反する．

次に | tr [X, Y ]－1| ≥ 1 を示す．Q (tr Γ ) = Q ( －3) の整数環 R は Eisenstein 整数環 {a + bω  
| a, b ∈ Z} であり，－1 の複素 3 乗根－ω が生成する有限巡回群と一致するので，R = {±1, 

±ω  ±ω2}．Lemma 3.6 より，

tr[X, Y]－2 =±1, ,±ω ±ω2 i.e. tr[X, Y]－1 = 0, 2,－ω −ω2,,
3±√－3

2
を得る．tr [X, Y ]－1 = 0 は tr [X, Y ] が有限位数となるので矛盾する．以上より | [X, Y ]－1| 
= 1,    3 となり，| tr [X, Y ]－1| ≥ 1 が従う．

以上より | tr2 X－2| + | tr[X, Y ]－1| ≥ 2 + 1 = 3 から，A, B が GMT 数を与える生成系となり
G (G(41)) = 3 を得る． (q.e.d.)

続いて，figure eight orbifold 群に対して Theorem 3.11 と同様にして次が得られる．

Theorem 3.7 (Vesnin-Masley [34]). Γn の GMT 数について，次が成り立つ：

1 ≤ G (Γn) ≤ 3－4 sin2 (π/n).

n = 4 とすると右辺が 1 となり，次を得る．
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Corollary 3.8. Γ4 は GMT 群である．
なお，佐藤宏樹氏らのグループにより研究された Jørgensen 群の分類問題（[28] 等を参照）

と同様，GMT 群の分類は 2 元生成 Klein 群の観点から重要な問題であるが，解決はされ
ていない．Repovš-Vesnin [23] は，Corollary 3.8 を起点に楕円型の生成系をもつ GMT 群を
研究した．分類問題を考える上で極めて有効なのは次の主張である．

Lemma 3.9 ([23]). Möbius 変換 X, Y ∈ PSL(2, C) が Klein 群を生成し tr[X, Y ]≠1 を満たすと
する．X が

(i) 放物型；
(ii) 双曲型；

(iii) 楕円型で位数が 2 または 3；
(iv) 楕円型で tr2 X = 4 cos2 (πk/n), ただし (n, k) = 1, n/k ≥ 6.

であるとき，

| tr2 X－2 | + | tr[X, Y ]－1 | > 1.

これより，GMT 群を生成する Möbius 変換 X, Y ∈ PSL(2, C) に対して，X は位数 4 また
は 5 の楕円型，あるいは双曲型でない斜航型に限られる．[23] では X が位数 4 の場合が調
べられている．なお，これにより Fuchs 群となる GMT 群は有限群に限ることが容易に示
せるが，証明は省略する．

さらに，GMT 数についても Corollary 3.4 のアナロジーは非常に興味深い問題だが，
figure eight orbifold 群の GMT 数の厳密な値が一般に求められていないため，未解決である．
一方，Γn が算術的である場合には Lemma 3.6 を用いて計算できそうではあるが，良い結
果はまだ得られていない．

Tan numbers. 8 の字結び目群の Tan 数は，GMT 数と同様に PSL(2, O3) の部分群であるこ
とを用いて評価することはできるが，厳密値はまだ計算されていない．

Theorem 3.10 (Vesnin-Masley [34]). 8 の字結び目群 G(41) に対し，1 +    3 ≤ T (G(41)) ≤    7 +  
    3 .

続いて，figure eight orbifold 群に対する Tan 数の評価は次の通りである．

Theorem 3.11 (Vesnin-Masley [34]). figure eight orbifold 群 Γn の GMT 数について，次が成り
立つ：

1  ( n ) ≤≤

3－4 sin2(π n) + 3－4 sin2(/ π/n) (n 7),

1 + √2 + 1+ √2, (n = 8),

7－8 sin2(π n) + 3－4 sin2(/ π/n) (n 9).

Γ
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3.2. Further problems. 基本群が 2 元生成である曲面束に対して，Jørgensen 数，GMT 数，
Tan 数を計算し，その性質を調べることは Klein 群論の観点から価値のある問題であろう．
8 の字結び目補空間と並んで有名なファイバー構造をもつ双曲多様体として，Whitehead

絡み目補空間（Whitehead link complement）がある．Wirtinger 表示から，Whitehead 絡み目
W の結び目群 GW = π1(S

3 /W ) は次の表示をもつ :

GW = 〈X, Y | [X－1, Y ][X, Y][X, Y－1][X－1, Y－1] = 1〉.

ホロノミー表現は

G =
1 1
0 1 , 1 0

1－i 1

であり，Bianchi 群 PSL(2, Z[i]) の部分群で有限体積なので，算術的 Klein 群であることが
従う .

当然 Whitehead 絡み目補空間に対しても，カスプ（S 3 における Whitehead link W の管状
近傍）に沿って cone singularity をもつ錐多様体が考えられる．これを Whitehead link orbifold
という．Whitehead link W は成分を 2 つもつので，それぞれ cone angle 2π/m と 2π/n の
cone singularity をもつ Whitehead link orbifold を W (m, n) で表す．この orbifold 群 πorb(W (m, 
n)) は次の表示をもつ :

πorb(W (m, n)) = 〈Xm, Yn | X m
m = Y n

n = [Xm
－1, Yn][Xm, Yn][Xm, Yn

－1][Xm
－1, Yn

－1] = 1〉.

この群のホロノミー表現も [22] で以下のように構成されている：

G (m, n) =
cos

π
m

ie sin
π
m

ie－ sin
π
m

cos
π
m

,
cos

π
n

ie－ρ /2ρ /2

ρ /2ρ /2

sin
π
n

ie sin
π
n

cos
π
n

,

where

u = cosh ρ and M = cot
π
m
, N = cot

π
n
, u3 －MNu2 + 1

2
M 2N 2 +M 2 +N 2－1 u +MN = 0.

Theorem 3.12 (Hilden-Lozano-Montesinos [11]). Whitehead link orbifold 群 G(m, n) が双曲構造
を表す必要十分条件は m, n ∈ {3,4,5,…,∞} となることであり，特に算術的となる (m, n)

の組は以下に限られる：

(3,3),(4,4),(5,5),(6,6),(12,12),(∞,∞),(3,4),(3,6),(4,6),(∞,3),(∞,4),(∞,6).

Whitehead link は成分を 2 つもつので，この G(m, n) に対して Vesnin-Masley [34] のアナ
ロジーを考えることは非常に興味深い．現在計算を進めているが，不変量の良い評価が存
在するかは不明である．なお，Whitehead 絡み目群の GMT 数については次を得た．

Theorem 3.13. Whitehead 絡み目群 GW に対して，G (GW) = 2 +     5 .
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proof. GW の標準生成系
1 1
0 1 , 1 0

1－i 1

をそれぞれ A, B とする．tr[A, B]－2 = －2i であり，tr(GW) ⊂ Z[  －1] なので，Q(tr(GW)) の（代
数的）整数は±1, ±  －1 に限る．GW は算術的 Klein 群なので，GW = 〈X, Y〉とすると
Lemma 3.6 より tr[X, Y ]－2 = ±2, ±2i を得る．しかし，GW は torsion free なので tr[X, Y ]－
2 ≠ －2．これより，

|tr[X, Y ]－1| = |tr[X, Y ]－2 + 1| ≥ | ± 2i + 1| =    5 .

次に |tr2 X－2| ≥ 2 をいう．|tr2 X－2| < 2 となったとせよ．tr X = m + n  －1 (m, n ∈ Z) と
すると，

(m2－n2－2)2 + (2mn)2 <4.

この整数解は (m, n) = (±1, 0) に限るが， tr X = ±1 は GW が torsion free であることに反す
る．

以上より，|tr2 X－2| + |tr[X, Y ]－1| ≥ 2 +    5 となるが，|tr2 A－2| + |tr[A, B]－1| = 2 +    5 より，
G (GW) = 2 +    5 を得る． (q.e.d.)

Appendix A. Rings of integers
初等的な計算を用いて，2 次体 Q(  －d ) 整数環 Od を具体的に明示する．
z =   －d とせよ．z2 ∈ Q(z) より，ある s,t ∈ Qにより z2 = s + tz と表される．この 2 次

方程式を解くと z = t±√t 2 + 4s
2 となるが，z ∉ Qなので n : = t2 + 4s は平方因子をもたない．

そこで，n = l 2・m（l ∈ Q, m ∈ Z<0 で m は平方因子をもたない）とおく．このとき，

 (z) = u + v
t±√m

2
u, v∈ = u + vt

2
±vl

2 √m u, v∈ = √m

となる．したがって，以下 d は平方因子をもたないとする．
α  = x + y  －d  (x, y ∈ Q) と共役根 ἀ  = x－y  －d に対して，

T (α) : = α  + ἀ  = 2x, N (α) : = αἀ  = x2 + y2d

とおくと，α , ἀ は方程式 X 2－T (α)X + N (α) = 0 の根であり，次が成り立つ．

Lemma 3.14. α  ∈ Q (  －d ) が（代数的）整数であることの必要十分条件は，T (α), N (α) 

∈ Zとなることである．
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proof. α  ∈ Zのときは自明なのでα  ∉ Zとしてよい．α  ∈ Od，即ちα を根にもつ Z係数
monic 多項式 g(X) が存在するとする．一方，α の Q係数最小多項式を p(X ) とすると，
g(X) = p(X )q(X) (q ∈ Q[X ])．このとき q(X) も monic となるので，Gauss の補題（原始多項
式が Q上可約ならば Z上可約である）より p,q ∈ Z[X ] が従う．α  ∉ Z, p ∈ Z[X ] より，
deg p > 1．ここで f (X ) = X 2－T (α)X + N(α) とおくと，f (α) = 0 より最小性から p = f を得る．
したがって，f ∈ Z[X ] より T (α), N(α) ∈ Z．

Theorem 3.15 ([29]). 2 次体 Q(  －d ) の整数環 Od は次のように表される．
(i) d ≡ 1,2 (mod 4) のときd = a+ b√－d a, b∈

(ii) d ≡ 3 (mod 4) のときOd = a + b
1 + √－d

2
a, b∈Z
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