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解の公式と正多面体群

益子雅文

　四次以下の方程式は，係数から出発し，それらに四則演算とべキ根をとる算法（ザ）

とを行って，解をすべて表わすことができる（解の公式）．この小論では，まず方程式の

ガロア群である対称群Snを正多面体群によって視覚化し，それを用いて四次以下の方程

式の解をベキ根で表わす過程を示し，さらに五次方程式の解の公式が一般には存在しない

ことをみてみようと思う．

1．正二面体群（n＝3）

　　＊n＝3の正二面体とは表裏のある正三角形のことである．

　　正二面体を自分自身に重ね合わせる回転の全体の作る群を正二面体群という．
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1．正二面体群の回転の軸による分類

　　＊置換Pがm個の文字ii，i、，＿，　i．を巡回的に動かし，他の文字を動かさないとき，

　　Pを巡回置換といいP・＝（ii，i、，．．．，　i。）で表わす．

①面の中心を通る軸を持つ回転（2個）

　　　「三角形の頂点を1，2，3とするとき　（123），（132）」

②一つの頂点と向かい合う辺の中点を軸とする回転（3個）

　　　「（12），（13），（23）」

③何も動かさない回転（1個）「（1）」　　　　　　　　　計6個

　　＊3次の対称群S，を視覚化したものと考えられる．

　　①，②，③はs，の共役類に対応している．

「（極を入れ替える回転）（孕の回転）（極を入れ替える回転）一・　＝（一際の回転）

　　（軸1を2に移す回転）（軸2の回転）（軸1を2に移す回転）－1＝（軸1の回転）」
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2．3次方程式の3つの解をxl，x、，x，とし，　gi＝（xrx、）（xrx，）（x、－x3）とする．

①912は1のすべての回転で不変である．

②9tは1の①と③の回転で不変であり，1の②の回転で一9iに変わる．

　　「（1）9・－gl，（123）9・一（・・一・・）（・、－xl）（・、－xl）－9，，（132）gt－9、，

　　（12）　gi＝－gl，　（13）　gI＝－gi，　（23）　g匪＝－gi」

3．g、＝XI＋ωx，＋Of　x3とする．ここにωは1の3乗根である．

①g23は1の①と③の回転で不変である．

②g、は1の①の回転により（123）g、＝㎡8、，（132）g、＝ω8、となる．

　　「（1）8…＝・9・，（123）8・＝・・＋ω・，＋Of・xi＝tu29、，（132）9、＝ω8，」

4．次の図式が得られ，したがって3次方程式の解の公式が得られる．

　　　「詳しくは高等科紀要4号益子による」

　　　　　　　　　s，　　　Q（再）

　　　　　　　　　l　　　l、

　　　　　　　　　A、　　L－Q（F互）（81）

　　　　　　　　　l　　　l、

　　　　　　　　｛（1）｝　　K－Q（A）（・lt・、，・，）＝＝　L（8、）

＊L／Q（月）は巡回拡大であるからL　一＝　Q（V＝iii’）（91）となる8，が取れる．

　「服部p．101」K／Lも同様である．

三次方程式をX3＋a、　X2＋a、X＋a，＝Oとするとき

①2によりgi∈L，9、　Efi　Q（V＝li）．

9、・∈Q（A），実際

912＝a・2a22＋18・、a，a，－4・、3－4al3a，－27a，2一α∈Q（》＝i）．

　　　　「紀要4号p．36」

よって9i一石∈L，α∈Q（A）．

②i）3により9、∈K，9，　eL．

　　　　　　　　　　　β＋v＝万8，
　　823∈L，実際823＝　　　　　　　　　　　　　　　　∈L，ここでβ＝9a、a2－2a、3－27a3．
　　　　　　　　　　　　　2
　　　『g、’＝Xl＋ω2×2＋ωX、とするとき

　　　g23＋g、’3　・＝　9a、a、－2a，3－27a、＝＝β∈Q（月）「紀要4号p．36」

　　　（g23－g、’3）2ニー27g、2「紀要4号p．36」より　g23－g、’3二価gl∈L

　　　したがって9・・　一β＋畢，9、’3一β一弊∈・』

よって9・　一　2／E＋弊一・β＋孕石∈K，β＋孚∈・
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　β＋v＝li79，
li）ゆえにXl十X2十X3＝－al，92＝Xl十ωX2十αデX3＝3
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

9・’・一　xt＋co2x2＋wx3　＝・A一J一学から・Kにおいて

x，　－9（－a・＋92＋92t）・炉÷（－a・　＋・w・・92＋t・g・’）・x・　一÷←a・＋・・g2＋・f・・’）を

得る．

II．方程式f（X）ニxn＋a、　X”’L＋…＋an＝0がベキ根のみで解き得ると仮定するとき，そ

の解法において必要な素数次のべキ根を》F，班「，．．．とすれば，これらのべキ根は

！（x）＝oの根x、，x、，＿，　x，と1のp乗根，　q乗根，…との有理式として表わし得る．

　「班一二g（x、，＿，Xn，ω，ζ．．．）ω，ζ．．．は1のp乗根，　q乗根，…」　　　「高木p．203」

さらに，そのべキ根》F，癌，．．．としては，p，　q，．．．がn以下の素数であるものでよい．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　「服部p．106」

　例えば3次方程式の場合，必要であったのは9i＝（Xrx、）（x1－x、）（x、－x，）とg，＝XI＋

ωx、＋㎡x，であった．ここにωは1の3乗根である．

III．正八面体群

　　＊正八面体を自分自身に重ね合わせる回転の全体の作る群を正八面体群という．

八面体の対角線l
　　　　l　　　　一

八面体に内接する立方体の対角線2
（立方体の頂点に上のように番号を

ふったとき2どうしをむすぶ対角線）

交差線1－3
（八面体の辺の中点の対を結ぶ直線．

この場合内接立方体の頂点1と3とに
はさまれた辺の中点どうしを結ぶ線）

1．正八面体群の回転の軸による分類

①立方体の対鰍を軸とする角誓誓回転（・×・一・個）

　　「立方体の対角線を1，2，3，4とすると

　　（243），（234）、　（143），（134）

　　（142），（124）、　（132），（123）」

L
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②6本の交差線を軸とする角πの回転（6個）

　　「（12），（13），（14），（23），（24），（34）」

③・本の対鱒を軸とする角号警の回転（・×・－6個）

　　「（1234），（1432）、　（1342），（1243）、　（1423），（1324）」

④3本の対角線を軸とする角πの回転（3個）

　　「（12）（34），（13）（24），（14）（23）」

⑤何も動かさない回転（1個）

　　「（1）」

　　　　計　24個

　　＊4次の対称群S、を視覚化したものと考えられる．

　　①～⑤はS、の共役類に対応している．

2．有理数を係数とする4次方程式X4＋al　X3＋a，　X2＋a，X＋a、ニ0の4つの解をx、，　x、，

x，，x、とする．9、∈Q（A）（x、，　x，，　x，，　x、）とし，　gl2が1のすべての回転で不変である

　とする．すなわち，91は解法において必要な平方根であるとする．

①このときg1は1の各々の回転で不変であるか，－g，に変わるが，

　　「91が91’に変わるとするとg，2－9i’2ニg、2－g，2＝0，よって

　　（grg、’）（91＋9i’）＝＝0からg、＝9i’または9i＝－9L’」

　以下の対応によって9iを不変に保つ回転全体と91を一91に変える回転全体は1対

　　1に対応する．すなわちこの2つの集合の個数は同じである：

　　91を一g、に変える回転の一つをAとする．91を不変に保つ回転1に対しIAを対

　　応させ，またg1を一9iに変える回転Bに対しBA－1を対応させる．

　　よってg，を不変に保つ回転全体の数（ニ91を一91に変える回転全体の数）

　　　　　　　　　　　　　　　　　＝24÷2ニ12．

②また，このとき9Lを不変に保つ回転全体は1①のすべての回転を含むか，すべて

　含まないかのいずれかである．

　　ri）たとえば立方体の対鱒1を軸とする角子の回転（234）について9iが不

　　　変であれば，（243）gl＝（234）（（234）g、）＝（234）gl＝g、より（243）についても

　　　不変．

　　　ii）（1234）は対角線1を対角線2に移すから，対角線2を軸とする回転Cにつ

　　　いてA’ニ（1234）C（1234）－1は対角線1を軸とする回転である．「対角線1上の

　　　点をPとすると，Pは（1234）で対角線2上へ，　Cで変わらず，（1234）－1で対角

　　　線1上へ動く」よってi）からA’はg1を変えない．

　　　　　したがってCはg，を不変にする．「C＝（1234）一’A’（1234）であるが，（1234）－1

　　　が91を±g、に変えたとすると，A’は±g，を変えず，（1234）は±g，を91に変
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　　　　える」

　　　　　よって対角線2を軸とする回転はすべてg、を不変にする．

　　　血）（13）（24）が対角線1を対角線3に，（1432）が対角線1を対角線4に移すこと

　　　　からli）と同様に対角線3，4を軸とする回転はすべて91を不変にする．』

　　　　＊li）のように八面体群のなかに軸を移しあうものがあれば，二つの回転によ

　　　　　るg、の変わり方は同じである．

　　　　　i）は極を入れ替える回転（24）によって（24）（243）（24）一1＝（234）と書いても

　　　　　説明できる．

　　1②，1③，1④についても同様である．

　　「交差線1－3→交差線1－2：（243），交差線1－3→交差線1－4：（234）

　　　交差線1－3→交差線2－3：（124），交差線1－3→交差線2－4：（1234）

　　　交差線1－3→交差線3－4：（142）

　　　対角線1→対角線2：（234），対角線1→対角線3：（243）」

　　　＊③，④については，例えば（1234）によってg，が不変であれば③，④のすべて

　　　　の回転によっても不変であるが，（12）（34）によってg，が不変であっても③の

　　　　回転によって9iが不変かどうかわからない．

③2①，②よりg，を不変に保つ回転全体の組み合わせは8＋3＋1＝12，すなわち

立方体の対鱒を軸とする角子冬の回車云（・×・一・個）・・本の対角線を軸

　　とする角πの回転（3個），何も動かさない回転（1個）のみ可能である．

④実際ζ、＝X、、X2＋X、X、，4，ニX、X，＋X2X、，4、　＝X、X、＋X、X、，9，ニ（ζ、－2）（ζ、－4，）（　2－4，）

　　とすればそのようになる．

・．2の12個の回転，すなわち立方体の文埆線を軸とする角与移の・個の回転

　3本の対角線を軸とする角πの3個の回転，何も動かさない回転の範囲内で分類す

　ると，やはりそれぞれは一つの類となる：

　　　1①（対角線1→2：（12）（34），対角線1→3：（13）（24），対角線2→4：

　　　　　（13）（24））

　　　　　「（243），（234）、（143），（134）、（142），（124）、（132），（123）の8個」

　　　1④（対角線1→対角線2：（243），対角線1→対角線3：（234））

　　　　　「（12）（34），（13）（24），（14）（23）の3個」

　　　1⑤「（1）1個」

①822が12個すべての回転で不変であるとする．g、を不変に保つ回転全体の個数は2

　　と同様に12÷2＝　6．これは上の類の組み合わせではできない．

　　　すなわち，8、2が12個すべての回転で不変であり，g、がそのうちの6個の回転で

　　不変であることはできない．
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②g23が12個すべての回転で不変であるとき，　g、を不変に保つ回転全体の個数は12

　　÷3＝4．「g、→g2，8、→ω8、，　g、→w292がすべて同じ個数」

　　　この組み合わせの可能性は，3本の対角線を軸とする角πの回転（3個），何も

　動かさない回転（1個）のみである．

　　実際，g，＝ζ、＋ω9，＋co2　3はそのような式である．

4．3②の4個の回転すなわち3本の対角線を軸とする角πの3個の回転，何も動

かさない回転は，その範囲内で1つずつ4つの類となる．

　g32が4個すべての回転で不変であるとき，8，を不変に保つ回転全体の個数は4÷

　2＝2．これはたとえば（12）（34）と（1）との組み合わせである．

　　実際，83＝（Xt＋X2）一（X3十X4）がとれる．

5．4の2個の回転で8、2が不変であるとき，（1）は8、を不変に保ち，（12）（34）は8、を

　一g、に変える．例えばg4ニXI－x、．

6．次の図式が得られ，したがって4次方程式の解の公式が得られる．

①ζ1＝XIX、＋X，X、，ζ，＝XIX，＋X，X4，ζ，＝X、X、＋X、X，とするとき

　　91＝＝（ζL　一　CT2）（ζ，　一　cr，）（4』－9，）．

②9，＝ζ1＋tU　2＋㎡島．

③9，＝（Xs＋X、）一（X，＋X、）．

④9、＝X、－X、．

S4

A4

V4

F，

｛（1）｝

Q（再）
　　12

L－Q（F互）（9L）

　　／

M＝L（9、）
　　1・

N7＝M（93）
　　12

K－Q（F5）（。。。2，．x，，・、）－N，（9、）

　　　　　　　　「詳しくは高等科紀要4号益子による」

①91＝（ζ，－e，）（ζ，－6）（9，－9，）とするとき9t∈L8、¢Q（》＝ぎ）．

　「 ζ
1 ζ2

ζ
3 81

（12） ζ
1

ζ
3 ζ2

一81

（12）（34） ζ
1 ζ2 ζ3 81

（123）
ζ
3

ζ
1

ζ
2 81

（1234）
ζ
3

ζ
2

ζ
1 一81 」
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9、・∈Q（9），実際

　g、2＝α1β・＋18αβγ一4βL4α3γ一27γ2＝r（と置く）∈Q（再），

　　ここにα＝a2，β＝ala3－4a、，γ＝at2α、＋a32－4a2a4

　　　　　　「高等科紀要4号p．39」

よって9，－fi∈L，　r∈Q（A）．

②i）92∈M，9、（eL．

　　「（1）　g、＝g、，　（12）（34）　82＝＝82，　（13）（24）　g2＝g2，　（14）（23）　82＝g2

　　（123）g2＝ωg、，（124）82ニのf82，（134）82＝ω82，（234）g2＝ω282」

　　　　　　　　　　　n＋ffg、
　　823∈L，実際923＝　　　　　　　　　　　　　　　　∈L，ここでn＝9aia2－2ai3－27a3．
　　　　　　　　　　　　　2

　　『g2’＝ζ1＋げζ｝＋ωるとするとき

　　　　9、3＋9、’・－9。、a、－2・IL27・，－H∈Q（A）

　　　　　　　「紀要4号P．36」

　　　　（g23－g2’3）2＝－27g、2「紀要4号p．36」より　g23－g、’3＝月ヲgi∈L

　　　　したがって923－H＋孕輸一HI＝！一tz＆t7gi∈・』

　　　よって9，　一　？／9＋孕＆一・n＋孕π∈M，H＋弊∈・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H＋v5ヲfi
　li）ゆえにζ、＋9，＋　3ニーal，9、＝9，＋ωる＋co243＝3
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

9・’・一・4i＋伽る一・H一sπ一学から・Mにおいて

ζ一
?i一晦＋92t）一÷（喝＋・n＋孕万＋・n一孕π）・

　　2－t（一al＋ω28、＋ω8、’）・§一÷（－al＋ω・・＋tU29・’）を得る・

③i）8、＝（xl＋x、）一（x，＋x。）とするときg、∈N，，　g、eM．

　　　「（12）（34）　g3ニg、，　（13）（24）　g3＝－g3，　（14）（23）　g3＝－g3」

　　832∈M，実際g32　＝　ai2－4（α2一ζ1）∈M．

　　　『（xl＋x2）十（x3十x4）＝－atと（xl十x2）（x3＋x4）＝　a2一ζ1∈M

　　　　「紀要4号p．36」より

　　　（（Xl＋x2）一（x3＋x、））2＝　a12－4（a2一ζ1）∈M．』

　　よってg3＝a，2－4（a2一ζ）∈N7．

　　したがって。、＋。、，．＝al＋a・2－4（a・一ζi）一＝at＋9・∈N，，

　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　2
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　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　－alζ1十　al2－4（a2一ζ1）　ζ3－4a4

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　－aIζ1十a，　9，－2a3

　　　　　　－　　　　　2　　　　　一一a3

　　　　　　　　　　「ζ、3－a2ζ12＋（ala，－4a4）ζ1－（a、2a4＋a32－4a2αa）＝0等より」』

④i）g、＝xrx，とするときg4∈K，　g、　e　N，．

　　　　　「（12）（34）　g4＝－g4」

　　　　　…∈N・，実際・・一（a・－V“・2－4（a2一ζ1））28（ζ「f勘”）

。，＋x，。．＝・・－al2｝4（a・一ζ，）一一al　”　g・∈N，．

　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　2

1i）g3’ニXlx2－x3x4とするときg3’∈N，，　g3’¢M．

　　　「（12）（34）　93’・＝93’，　（13）（24）　93’＝　－93’，　（14）（23）　83’＝　－83’」

83’2∈M，実際

　　　g3’2＝（xlx2－x3・x4）2＝（xl・x2＋x3x4）2－4xlx2x3x、＝ζ，2－4a4∈M．

　よって93’ニXlx2－x3x4＝一ζ3－4a4．

したがって，・1x・＋・…ζ1より・1・・一ζ「 ｾ一9’‘－S，；gi＋9”∈N・，

　　　。、x、一ζ・＋ζ3－4・・一ζ一9・’∈N，．

　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　2

　ただしXI十X2，　X3十X、，　Xl　X2，　X3X、は

　　　（Xs＋X、）X、k＋（X，＋k）XIX，＝XIX，X、＋X，X，X4＋X、X、X，＋Xl、X、、X4＝－a、

　であるように定めなければならない．

　　　『（X、＋X、）X、X、＋（X，＋X、）XIX，

　　　　　．．＝at＋al－・（a・一ζ1）ζ・＋V？4Nat＋－a一aL－・（a・一ζ・）ζ1一ζ3－・a・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

（at－83）2　　8（ζ9＋83’）

　　　　　　　　　　　　　　　　　4

「942＝　（xl－x2）2＝（xl十x2）2－4Xlx2

4

al－4（a2一ζ1）

∈N，

一（－a’＋ ）2－・（ζ，一 ζト4α、

2 2

（。一。1一4（a、一ζi））・－8（ζ、－Vle7＝zat）

）
」

94－Xl－X2｝

　　　　　　　　　　　　－aL十
これとx1十x2＝

2

ai2－4（a2一ζ聖）
　　　　　　　　　　により
　　2
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一al十　　ai2－4（a2一ζL）±　　（al－　al2－4（a2一ζ））2－8（ζ1一　ζ3－4a、）

Xl，X2一 4

li）8、’＝x3－x、とするとき8、’∈K，　g、’¢N，．

　　「（12）（34）　g4’＝　－g4’」

　　　　　　　　　　　　　　（al十　at2－4（a2一ζ，））2
　8、’2∈N，，実際8、t2＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　4　　　　　　　　　　　4

　　　　　　　　　　　－（al＋9・）2－8（ζ「93t）∈N，

　　　　　　　　　　　　　　4　　　　　　4

「84’2＝　（xゴーx4）2＝（x3十x4）2－4x3　x4

　　　　　　　　－（一　α3ぎ4（a2－Ci））2－・（ζ一誓＋4a4

8（ζ一〉鷹）

」
）

　，　　　　　　　　　　　（al十　ai2－4（α2一ζ））2－8（ζ，一　ζ3十4a4）

94　＝X3－X4＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　2

これとX3十X4＝
一al十　　aL2－4（a2一ζ1）

　　　　　　により
2

一α1一　α塵2－4（a2一ζi）±　　（al十　aI2－4（α2一ζ巳））2－8（ζs一　ζ3十4a、）

X3，X4ニ 4

7。注意　g13と9iとをともに不変に保つ回転の数は24÷3＝8．これは1の類の組み

合わせではできない．よって最初に立方根をとることはできない．

IV．正二十面体群

　　＊正二十面体を自分自身に重ね合わせる回転の全体の作る群を正二十面体群という．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　内接する正十二面体　　　　　　　正二十面体の
　　　　　　　　　　　　　　　　　　の対角線（10本）　　　　　　　　交差線（15本）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

正二十面体とそれに内接する

正十二面体

5／長Htレ側

　　　！°1！i・

　　1，8°～、

　　　　　　直交軸1
「辺の中点どうしを結ぶ15本の交差線
のうち，互いに直交する3本」（5組）
（木村p．207の図参照）

・… 宦c‘
　・1°、’

冨．
●■．

　　1

正二十面体の
対角線（6本）
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1．正二十面体群の回転の軸による分類
①正二＋面体の6本の対角線を軸とする角箏芋・警警の回転

　　（4×6ニ24個）

　　　「正十二面体の直交軸を1，2，3，4，5とすると

　　　（12345），（13524），（14253），（15432）、　（13254），（12435），（15342），（14523）

　　　（13542），（15234），（14325），（12453）、　（15324），（13452），（12543），（14235）

　　　（15243），（12354），（14532），（13425）、　（14352），（13245），（15423），（12534）」

②15本の交差線を軸とする角πの回転（15個）

　　　「（23）（45），　（24）（35），　（25）（34），　（13）（45），　（14）（35），　（15）（34）

　　　（12）（45），　（14）（25），　（15）（24），　（12）（35），　（13）（25），　（15）（23）

　　　（12）（34），　（13）（24），　（14）（23）」

③正＋二面体の1・本の対鱒を軸とする角与誓の回車云

　　（2×10＝20個）

　　　「（123），（132）、　（142），（124）、　（125），（152）、　（143），（134）、　（153），（135）

　　　（154），（145）、　（234），（243）、　（253），（235）、　（254），（245）、　（354），（345）」

④何も動かさない回転（1個）

　　　「（1）」

　　　　　　　計　60個

　　＊5次の交代群A，を視覚化したものと考えられる．

　　　1①はA，の共役類としては12個ずつ2つの類に分かれる．

　　　しかし（13524）ニ（12345）2などによりgiを変えるか変えないかに関しては1つの

　　　類になる．

下の図式にそって解くことを試みる．

S Ss

A5 ○

D
式
k
図

図式2

図式1の場合

　　　　う　g。ニ　H（x、－Xj）とおくと，　g。2はS，すべての元で不変であり，g。がA，のすべての
　　　ttJ＝1，iく’

　回転で不変である．
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2．8、（xl，＿，　x、，ω，ζ），ζは1の原始5乗根とし「IIより」g12が1のすべての回転で不

変であるとする．

①このとき91は1の各々の回転で不変であるか，－9iに変わる．

　　91を不変に保つ回転全体と9sを一91に変える回転全体は1対1に対応する．す

　　なわちこの2つの集合の個数は同じである．

②また，このときg、を不変に保つ回転全体は1①のすべての回転を含むか，すべて

　含まないかのいずれかである．

　　　「正二十面体の対角線1→対角線2：（23）（45）

　　　対角線1→対角線3：（15）（34），対角線1→対角線4：（12）（54）

　　　対角線1→対角線5：（15）（23），対角線1→対角線6：（12）（34）」

　　1②，1③にっいても同様である．

「交差線1→交差線2．（12345），

交差線1→交差線4：（14253），

交差線1→交差線6：（142），

交差線1→交差線8：（235），

交差線1→交差線10：（135），

交差線1→交差線12：（13）（25），

交差線1→交差線14：（14）（25），

交差線1→交差線3

交差線1→交差線5

交差線1→交差線7

交差線1→交差線9

交差線1→交差線ll

交差線1→交差線13

交差線1→交差線15

（13524）

（15432）

（15）（34）

（12453）

（15342）

（354）

（12435）」

3．①2①より91を不変に保つ回転全体の個数は60÷2ニ30．

　　　2②より91を不変に保つ回転全体の組み合わせの可能性は次の8通り．

24十20十15十　1＝60，

24十15十　1：・＝40，

24十　1＝25，

15十1＝16，

24十20十　1＝45

20十15十1＝36

20十1＝　21

1

　　したがってg，2と91とをともに不変に保つことはできない．すなわち，g、2が60

　個すべての回転で不変であり，91がそのうちの30個の回転で不変であることはで

　きない．

②g13が60個すべての回転で不変であるとき，91を不変に保つ回転全体の個数は60

　÷3＝20．①よりこれもできない．

③giが60個すべての回転で不変であるとき，9Lを不変に保つ回転全体の個数は60

　÷5＝12．これもできない．
　　したがって91nが6・個の回転で不変であり，91が亘個の回転で不変であるよう

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n　な式9i（XI，＿，　X．，ω，ζ）は存在しない．
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図式2の場合

　S，の共役類およびその元の個数は次の通り．

代表元 個数

（1） 1

（12） 10

（12）（34） 15

（123） 20

（123）（45） 20

（1234） 30

（12345） 24

4．①g。3と8。とをともに不変に保つ回転全体の個数は120÷3ニ40．

　　　これが可能なのは24＋15＋1＝40の組み合わせ，すなわちA，の類の組みわせで

　　ある．

②8、2が40個すべての回転で不変であるとき，91を不変に保つ回転全体の個数は40

　　÷2＝20．3①よりこれはできない．

③g，sが40個すべての回転で不変であるとき，91を不変に保つ回転全体の個数は40

　　÷5＝8．これもできない．
　　　したがって81nが40個の回転で不変であり，g，が亜個の回転で不変であるよう

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n
　　な式91は存在しない．

　　　＊24＋15＋1＝40のA，の類の組み合わせは実際には部分群にならない．

5．g。5とg。とをともに不変に保つ回転全体の個数は120÷5＝24．3①よりこれはで

　きない．

　　以上によって5次方程式はべき根の積み重ねでは解けないことがわかる．

V，その後エルミートは，楕円モジュラー関数を用いて5次方程式が解けるという注目す

べき発見をした．「笠原氏の記事」

　またクラインは，5次方程式，楕円関数，および正20面体の回転を互いに結びつける

ことに成功した．「クラインの本」

　最後に，IIの部分が必要であるとの重大な指摘をいただいた高等科の上野正樹氏と，発

表の機会をあたえてくださった高等科紀要に深く感謝いたします．



47

参考文献

［木村俊一］　天才数学者はこう解いた，こう生きた（講談社）

［Eクライン］正20面体と5次方程式（シュプリンガー）

［藤原松三郎］代数学　第二巻（内田老鶴圃）

［服部　昭］　初等ガロア理論（宝文館出版）

［大島　勝］　群論（共立）

［笠原乾吉］　5次方程式の解法（数学セミナー　1988，7，8月号）

学習院高等科紀要第4号


