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で　はじめに

　さまざまなゲームを確率の問題として分析

した歴史は確率論の歴史とともに古い。サイ

コロの類を用いて遊ぶゲームは古代からあっ

たようであるが，結果の確率を初めて正しく

計算したのは1500年代の初期であるといわれ

ている。しかし，今日ゲームの理論といわれ

ているものの内容は，利害の対立する場，競

争のおこなわれる場における人間の行動の合

理性を追求し，それに関する数学的理論を打

ち建てることを意図したものであって，この

意味でのゲームの理論の歴史は，まだ浅い。

今日のゲームの理論でとりあげている問題で，

部分的には素朴な形で1800年代に既に扱われ

ていた問題もあるけれども，明確な問題意識

のもとで体系的に考察されたのは，1928年の

フオン・ノイマンの論文が最初であろう。そ

の後，経済学者オスカー・モルゲンシュテル

ンが協力者として加わり，1944年にフォン・

ノイマンとオスカー・モルゲンシュテルン

の共著として“ゲームの理論と経済行動”

（Theory　of　Games　and　Economic　Behavi．

or．）と題する書物が世に出された。これは

640頁にも及ぶ彪大な書物であって，その中

には数多くの新しい考え方が登場し，当時の

経済学をはじめとする社会科学の諸分野の研

究者の間に大きなセンセーションを巻きおこ

したのであった。その後一時ゲームの理論の

研究が沈滞した時期があったけれども，ふた
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たび経済理論，政治学，心理学，社会学など

の分野でこの理論の重要性が再認識されるよ

うになって，最近では研究者の数もかなり増

え，新しい成果が次々と生れてきている。

　この論文で筆者がとりあげる問題は，エッ

ヂワースの市場ゲーム（Edgeworth　market

game）に関わる問題である。エッヂワース

が2財の交換に関する問題の解決に，いわゆ

るボックス・ダイアグラムを登場させ，解の

集合として契約曲線とよばれるものを提示し

たことは経済学を学んだ人であるならば，知

らない人はないだろう。そのモデルを一般化

してゲーム論的な立場から考察しているのが，

エッヂワースの市場ゲームとよばれるもので

ある。

　市場ゲームにおける財の配分様式はさまざ

までありうるが，その中でもっとも安定した

配分様式の集りをコアとよんでいる。その

コアについて1959年にシュー一ピック　（M．

Shubik）が大へん面白い論文をかいている。

彼の論文は，ノイマン・モルゲンシュテルン

の理論の線に沿った手付けを許す協力n人ゲ

ーム（cooperative　n・person　game　with　side，

payment）の理論の枠組の中で，完全競争の

実現するプロセス，独占状態の実現するプロ

セスを，ゲーム論的に分析した最初の論文で

ある。

　その後，ゲームの理論も，手付けを認めな

い（without　sidepayment）協力ゲームの研

究に発展し，コアの理論もその中で考察され

るようになった。スカーフ（H．Scarf），デブ

リュー（G．Debreu），シャープレイ（L．　S．



Sharpley）などによって，この種のコアの理

論が，経済学における完全競争均衡の問題と

結びっけられ，完全競争均衡解が，市場に登

場するメンバーの数が限りなく増大した場合

の市場ゲームのコァの極限の配分様式に一致

するという，きわめて興味ある結果が得られ

ている。ゲームのコアという概念と完全競争

均衡解という概念は本来は別のものであるけ

れども，市場ゲームという舞台の上で，参加

者が増大してゆく極限状態において両者が一

致するということは，完全競争市場という，

経済学では常に用いられている（いわば理想

的な）状況の実現過程をゲーム論的に説明し

ているという意味で，大へん面白いし，また，

重要な意味をもつのである。

　これらの理論は，しかしながら，完全競争

均衡，均衡価格の議論をまず前面に出して，

完全競争均衡解はコアに属する，ということ

を証明することによって市場ゲームにコアが

あることを示す，という手続きを踏んでいる。

経済理論に主眼をおき，それの一環として市

場ゲームを扱うという立場からすれば，この

行き方が自然であろうし，またエレガントで

もある。

　この論文が上記の理論に多少ともつけ加え

る点があるとすれば，議論はすべて，手付け

の授受を認めるw量th　sidepayment　theory

の枠組の中でおこなっているが，経済学にお

ける完全競争の理論とは一応切り離した形で，

純粋にゲームの理論の枠組の中だけで，コア

が常に存在することを示していることであろ

う。前記のシュービックの論文を読んでいて，

そこの記述に少し不備な点があることに気付

き，その点をはっきりさぜようとしたことが

この論文の直接の動機であったことから，こ

ういう行き方をしたのは当然のことである。

完全競争均衡との関連は，得られた結果にあ

とから経済学的な意味付けをする，という形

で，むしろ，副次的な意味で述べておいた。

したカミって，到達した結論は同じであっても，
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到達の過程は既に発表されている諸論文とい

ささか異るように思えるし，純粋にゲーム論

的な立場に立てぽ，筆者のたどった考え方の

筋道も，それなりに興味はあろうと思うので

ある。読者の御意見をいただければ幸である。

なお，第9節の独占の場合の極限定理である

定理5は，シュービックの原論文に記されて

いるものであるが，定理6とそれに続く記述，

第10節の，寡占の場合についての記述はいま

までの文献にはないように思うので，この点

についても読者諸氏の御批判を期待するもの

である。

　この種の議論はまだ一般には馴染みの薄い

ものであろうと思うので，かなり大まかでは

あるけれども，議論の展開の場をはっきりさ

せておく意味で，用いられる概念と関連する

諸性質の説明はひととおり述べておくことに

する。そのためには，協力n人ゲームの説明

からスタートしなくてはならない。

2　特性関数形の協力n人ゲーム

　n人のプレイヤ・一一のいるゲームで，各プレ

イヤーはそれぞれいくつかずつの戦略をもち，

彼等が各自の戦略を決めたとき，その帰結と

して1つのプレイがなされることになり，ど

ういう形で終ったかによって，それぞれのプ

レイヤb・一の取り分（利得という）が決まる。

これがn人ゲームの（標準形による）構造で

ある。

　ここで，通常の室内ゲームではあまり見ら

れないことではあるが，各プレイヤーが自己

の戦略の選択に先立って，プレイヤー相互の

間での事前の相談，交渉等の話し合いをする

ことが自由に認められているものとする．

このような場合を協力ゲーム（cooperative

game）とよぶのである。各プレイヤーにと

っては自己の利得が大きい方が望ましいわけ

で，より多くの利得をうるようにするために
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はどういう戦略を用いるのがよいかに苦心す

るのである，プレイヤー間の事前の相談が許

されるとなれぽ，いく人かが結託を結び，彼

等が相談して自分達に有利なようにお互いの

戦略を決めることもできるわけである。この

場合，獲得した利得の合計を，その結託の内

部で，お互いの話し合いによって分配するこ

とにすればよいのである。

　こうなると，各プレイヤーにとっての関心

事は，たんに自己の戦略の選択のみに止らず，

だれと組めぽ有利になるか，という結託構成

の問題もからんでくるし，さらに，結託に参

加した場合に，その中での自分の取り分はど

のくらいになるか，ということも重要な問題

となろう。

　結託内部での総利得の分配の問題はあとま

わしにして，ともかくも何らかの結託ができ

たときには，彼らが確実にとれるのは最大限

どのくらいであるか，それをまず考えてみる。

　n人のプレイヤー全員の集合を1とかく。

1＝｛1，2，…　，n｝

Sを1の任意の部分集合とし，Sのメンバー

が結託したときに，全体で確実にとれる最大

の利得額をV（S）であらわす。Sにとって

考えられる最悪の事態というのは，S以外の

メンバー，それを1－－Sとかく，が結託して

対抗してくる場合であろう。この場合には，

実質的には結託Sと結託1－Sとの2人ゲー

ムの様相を呈することになる。8が多くの利

得を得たいと思っても，それを1－Sによっ

て妨害される可能性カミあるわけだから，Sに

とっては，1－Sがどんな手を打ってこよう

とも，最小限これだけは確実にとれる，とい

う額のみが関心の対象となる。これは，ゲー

ムの理論の基本的行動基準である“ミニマッ

クス行動基LmP　’t（minimax　criterion）にした

がって各プレイヤーが，そしてさらに各結託

も，行動するという行動仮説を前提としてい

ることはいうまでもない。そのとき，1－S
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がどんな手を打ってこようとも，Sが確実に

とることのできる最大の利得額をV（S）と

するのである。このように定義されるV（S）

は次の性質をもつことが証明できる。

（i）　　　 V （φ）　＝0

（ii） S∩T・．一φのときV（S∩T）≧

v（s）十v（T），s，T⊆∫

ここでφは1人もメンバーを合まない空っぽ

の集合，空集合，をあらわす。空集合を結託

と見倣すのは一見不自然に思えるかもしれな

いが，論理的に矛盾を招かない限り，空集合

を1つの結託と見倣しておくのは，いろいろ

と都合が良いのである。1人もメンバーのい

ない結託が得る利得がゼロであるのは，いわ

ば当然のことであって，それが（i）にほか

ならない。（ii）の方は，結託sと結託Tが，

共通のメンバーを合まないとき，一それを

S∩T　・＝　ilであらわす一一SのメンバーとT

のメンバーが一緒になってつくった大きな結

託SUTの獲得する総利得V（SuT）は，　S，

Tが個別に獲得する総利得の合計V（S）＋

V（T）を下まわることはない，ということ

を主張している。この（ii）の性質を，しば

しば優加法性（super　additivity）とよんでい

る。

　（i），（ii）の性質をもつv（s）を，ゲー

ムの特性関数（characteristic　function）とよ

ぶが，これは文字通り，与えられた協力n人

ゲームを特徴付ける関数なのである。そして，

ゲームの分析はすべて，この特性関数にもと

ついておこなわれることになる。

　ゲームが与えられれば特性関数は決まるが，

逆に，（i）（ii）をみたすような関数γ（S）

が与えられれば，それを特性関数としてもつ

ゲームをつくることができる。

　なお，優加法性の条件（ii）において，つ

ねにV（SUT）＝V（S）十V（T）が成り立

つようなゲ■一一ムは，結託を構成することが何



らのメリットをもたらさないゲームであって，

このようなゲームは非本質的（inessential）

であるという。それに対して，V（SUT）＞

V（S）＋V（T）となるS，Tの組が1つ
でもあれぽ，ゲームは本質的（essential）で

あるという。

　特性関数γ（S）が

　すべてのS⊆1　に対してV（S）＋V（1

－s）＝v（1）

という性質をもつとき，このゲームは定数和

ゲーム（constant　sum　game）であるといい，

そうでないとき変動和ゲーム（variable　sum

game）という。後に述べる理由により，コ

アの議論は変動和ゲームに対してのみ，意味

をもつ。

　特性関数V（S）はゲームを特徴付けるか

ら，特性関数によってゲームは表現されると

考えてよい。これが，協力n人ゲームの特性

関数による表現といわれるものである。

3　ゲームの解（安定集合）

　各プレイヤーにとっての最大の関心事は，

最終的にどれだけの利得が得られるか，とい

う点にあることはいうまでもない。さまざま

な結託がつくられるのは，いずれも，利得を

最大にしようとする最終目的のための中間的

な努力にすぎない。そこで各プレイヤーにと

ってどのような利得配分が好ましいかという，

利得配分の間の比較の問題が生じてくる。

　プレイヤーiが，他のすべてのプレイヤー

の結託を敵にまわして戦ったときに確実に得

られる最大利得をV（｛i｝）であらわす。この

ような事態はプレイヤーにとって最悪の事態

であり，そのときに確実に獲得できるV（｛の

は，彼にとっての最小の利得である。これは

特性関数y（S）においてS＝｛i｝となった場

合の値である。

　第iプレイヤーの最終利得をXiであらわし
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たときのペクトルを

x＝（κ1，x2，……，x。）

とかくが，これに対しては次の2つの条件が

みたされることをわれわれは要求する。

（i）すべてのiに対して　Xi≧v（｛i｝）

　　　　n（ii）　　　　　　Σ　 x‘　＝　　 v（1）

　　　t．1

条件（i）は，プレイヤー－iが独力で獲得でき

る利得V（｛i｝）より少い利得しか割り当て

られない配分方式は，彼は拒否するであろう

し，事実，そのような配分方式をくつがえす

ことができることを意味しており，この条件

を個別合理性（individual　rationality）の条

件とよんでいる。もしも全員が結託すれば

V（1）だけの総利得がえられるわけで，こ

れは最大の総利得であるから，利得の最大化

を各プレイヤーが望む以上，できるだけ総利

得を多くしておいてからそれを分配する方が，

個々人の取り分も大きくなるであろうことは

当然考えられることである。したがって各プ

レイヤーのなすべきことは，なによりもまず

全員が結託してV（1）だけは確保しておき，

その後にお互いの交渉によってV（1）を分

配するのが賢明であり，その結果として各プ

レイヤーの利得の合計がV（∬）となるのは，

当然の成りゆきであろう。それを条件として

明示したのが（ii）であり，これを集団合理性

（group　rationality）の条件とよんでいる。

　個別合理性，集団合理性の条件を共にみた

しているn次元ベクトルXを，ゲームの配分

（imputation）とよんでいる。

　どの配分が実現するかが各プレイヤーにと

って最大の関心事であるから，ここで，配分

間の比較をする場合の基準について考えてみ

る。

　X＝（Xl，κ2ジ’◆…’，Xn），9＝（夕i．ツ2，・・…・，Yn）

を2つの配分としよう。集団合理性の条件か



ら

n　　　　　　　　　n

ΣκFΣy乞＝y（∫）
1＝l　　　　i＝1
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であるから，あるプレイヤー脅ことってXi＞

ytであれば，他のプレイヤー脅ことっては紛

くyゴとなるだろう。だから，Xの方を望むプ

レイヤーのグループと，yの方を望むプレイ

ヤーのグループがあるのは当然である。そこ

で，いま，プレイヤーのグループS⊂1があ

って，SのメンバーにとってはXの方が好ま

しく，しかも，8は結託することによってX

の保証する利得を獲得できる力をもっている

ものとしよう。すなわち

（i）　∫εSに対しては　Xi＞yi

　（ii）v（s）≧Σx，
　　　　　　　　iεs

であるとしよう。　（i）は，Sのメンバー脅こ

とってはκの保障する利得Xiはyで与えられ

る利得y、より大きいことを意味し，（ii）は，

Sのメンバーのκにおける利得の和が，Sが

結託して得られる最大利得V（S）をこえな

いことを意味している。（ii）が成り立たない

ならば，SがXの方を好ましいと思っても，

それを実現する力が伴わないことになって，

Xは，Sにとって，望んでも得られないもの

になってしまうのである。（i）（ii）が成り

立つとき

　　　　x＞9
　　　　　s
とかいて，xはSを通じて〃に優越（dominate）

するという。Sを，この優越関係における

有効集合（effective　set）とよんでいる。た

だ1人の集合｛i｝，および全員の集合1は有効

集合にはなりえないことは容易に証明できる。

　X＞》uとなるSが存在する場合に，たんに
　　8

　　　x＞9
とかいて，Xは〃に優越するあるいVX　Xはy

を支配するという。これは，yよりもXを好

むグループがある，ということを示す記号で
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ある。だから，S以外のグループでyをXよ

りも好むものがあれば，u＞Xもまた成り立

つわけで，X＞uとu＞》Xが両立することは

ありうるし，また，X））・－uかつy＞Zかつ

z＞xといった3すくみの状態も可能である。

　優越関係は配分間の順序関係と考えること

ができるが，上に述べたような事情があるた

めに，通常の数の大小関係とくらべると，か

なりルーズな順序関係である。しかし，この

優越関係が，ゲームの理論においては基本的

な重要性をもつのである。

　ゲームの数多くの配分の中で，最終的にど

の配分が実現するかは一概には何ともいえな

いが，しかし，何らかの安定性をもったもの

が最終的にはえらばれることになるだろう。

配分．Vが呈示されても，それに優越する他の

配分yがあれば，Xは〃にとって代られるか

もしれない。すぐに他にとって代られるよう

な配分は安定した配分とはいえないだろう。

優越する配分が他に存在しないような配分が

得られるなら，それがもっとも安定していて

好ましいといえるだろうし，当然，実現の可

能性は高い。しかし，そのような配分はいつ

でもあるとは限らない。したがって，もっと

弱い安定性の条件として，次の2つの条件を

設定する。

　Ωをゲームの配分のある集合としたとき，

　（i）　Ωに属する配分の間には，相互に他

に優越するという関係はない（内部安定性）。

　（ii）　nに属さない配分に対しては，それ

に優越する配分が必ずΩの中にある（外部安

定性）。

　Ωがこの2つの条件をみたす配分の集合で

あるとき，nをこのゲームの解（solution）

あるいは安定集合（stable　set）とよんでい

る。

　これら（i）（ii）の条件は，配分の安定性

に関する最小限の要求であるが，一般にΩは

数多くの配分から構成されており，nの中の

どの配分が実現するかは各プレイヤーの交渉



能力その他に依存することであって，ゲーム

の理論の中にそれを決める機構は組みこまれ

ていない。経済学上の重要な概念の1つであ

るパレート最適性が，まさに（i），（ii）と同

様な意味を内包しているのであって，その意

味からすれば，配分の集合の中で，優越関係

にもとつくバレーh最適な配分の全体が安定

集合である，ということができよう。

4　ゲームのコア

　前節で述ぺた安定集合は，ノイマン・モル

ゲンシュテルンが解と名付けたものなのだが，

内部安定性，外部安定性をもっているとはい

え，安定集合に属する配分が安定集合に属さ

ない配分によって優越されるということはあ

りうるのであって，このことが，安定集合を，

ノイマン・モルゲンシュテルンが解と名付け

たにもかかわらず，それを解とよぶことに賛

成しない人が数多くいる理由なのであり，安

定集合のもつ1つの不安定性を示しているの

である。

　他の配分によっては絶対に優越されないよ

うな配分がもしあれば，そのような配分の集

合をゲームのコア（core）（核ともいう）とよ

ぶ。コアがもしあれぽ，それはゲームの解と

してもっとも安定したものといえるであろう。

そして，コアは，もしあれば，いかなる安定

集合の中にも必ず含まれることになる。なぜ

なら，もしもある安定集合の中に含まれない

のなら，安定集合の外部安定性の条件（の

によって，コアに属する配分がその安定集合

に属する配分によって優越されてしまうから

である。

　解としてのきわめて望ましい性質をもつ配

分の集合であるにもかかおらず，残念なこと

に，コアは多くのゲームに存在しない。とく

に，本質的定数和ゲームには，コアは存在し

ないことが証明できる。本質的定数和ゲーム

8

では，どんな配分に対しても，それに優越す

る配分が必ず存在するからである。したがっ

てコアが問題になるのは変動和ゲームにおい

てだけであるが，どのような条件があれぽコ

アが存在するかを知ることは重要である。こ

の点について，次の定理が成立する。

　定理1　変動和n人ゲームの配分Xがコア

に属するための必要かつ十分な条件は，すべ

てのS⊆1に対して

（1） Σκz≧v（s）
lt3

が成り立つことである。

　（証明）　まず，（1）をみたす配分κは他

の配分によって優越されないことを示す。そ

のために〃＞Xとなるyがあると仮定しよ

う。このことは，あるS⊂1に対してy＞・X
　　　　　　　　　　　　　　　　　8
となることを意味するが，その内容は

（i）すべてのieStlc対してyi＞Xi

（ii）Σ　．y‘≦V（s）

　　t8s

ということである。ところがκは（1）をみ

たすのだからΣκ、≧V（S）であり，これ
　　　　　　iεs

と上記（D（ii）から

v（s）≧Σ　），，＞z］　c，≧v（8）

　　　　iεs　　　　iεs

すなわちV（S）＞V（S）という矛盾が導か

れる。したがってy＞　Xとなる〃は存在せず，

κはコアに属することになる。

　次に，Xが他の配分によって優越されない

ならばκは（1）をみたすことを示す。その

ためには，（1）をみたさない配分yは必ず他

の配分によって優越されること，したがって

コアセこは含まれないこと，をいえぱよい。y

を（1）をみたさない配分とする。そのとぎ

あるS⊂1に対して

El　yi〈v（s）
ZEs

が成立する。そこで
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（t・・v（s）一Σy、

　　　　　tts

とおくとα＞0であり，さらに

β＝y（1）－v（s）一Σv（｛の
　　　　　　　　　　iε1－s

とおくと，特性関数の優加法性によりβ≧0

となる。SのメンバPtの数をsとして，9コ

（yby2，……，・：Yn）を

轡警，’・Sのとき

跨レ（｛の㍉辱¢・のとき

で定義すると

すべての‘についてyi≧V（｛i｝）であり，

しかもΣッ、＝V（1）となることは容易に確
　　　IEI

かめることができる。よってyは1つの配分

であり，そして明らかにすべての琵Sにつ

いて：Vi＞第となっているから，　y＞yである。

　　　　　　　　　　　　　　　s

したがって〃に優越するyがあるからgは

コアには属さない。　（証明終）

　この定理は，以後の議論で重要な役割を果

す。

5　エッヂワースの市場ゲーム，

　2人の交換の場合

　エッヂワースの市場ゲー一ムは，2財の交換

のモデルをボックス・ダイアグラムを使って

分析した有名なエッヂワースの理論をゲーム

論的視点から考察しなおすことから始まる。

　P，，P2の2人がいて，　P，はA財をa単位も

っており，P2はB財をb単位もっている。　P，

はB財を欲しがっておりP2はA財を欲しが

っている。そこで2人は手持の財の交換をお

こなう。2人の各財の保有量を2次元ペクト

ルで表わすと，P1の初期保有量は（a，0），

P2のそれは（0，のであり，交換の結果P，

の保有量が（x，y）となったとすればP2の保

9

有量は（a－X，b－y）となる。両者の効用関

数（したがって効用の無差別曲線）が与えら

れたとき，どういう結果に落着くかを，次の

ようにして分析する。図1のような長方形を

かき，横軸に・4財の量をとり，縦軸にβ財

図1　P1の無差別曲線

（o，　b）

O

Rの原点

（a，o）

の量をとる。Ptの財保有量は左下隅を原点

とする座標であらわす。Pの効用の無差別曲

線は図1のようになるだろう。同様にして，

右上隅を座標の原点としてP2の無差別曲線

を描いたのが図2である。左下隅を原点とす

図2　P2の無差別曲線

P2の原点

Aの原点

るP，の財保有量（X，y）と右上隅を原点とす

るP・の財保有量（a－x，b－y）とが図1ある

いは図2では同一の点であらわされることに

注意してほしい。図1と図2を重ね合せたの

が図3であって，これがボックス・ダイアグ

ラムといわれるものであり，両者の無差別曲



図3　ボックス・ダイアグラム

契
約
曲
線

B

線の接する点の軌跡が図3の左下から右上へ

引かれた曲線で示されている．この曲線上に

あって初期保有量のもたらす効用よりも高い

効用を両者に与える部分が，この曲線上の太

線の部分で示されていて，この部分を契約曲

線（contract　curve）とよぶのである。最終

的に落着く点は契約曲線上のどこかになるの

である。

　このモデルをゲーム論の立場から見直して

みよう。そのために，P，，　P2の効用関数を

指定する必要がある。議論を簡単化するため

に財ペクトル（X，Pt）に対する効用はP，，　P2

共に同じであると仮定し，それをU（X，y）と

かく。U（X，y）について次の仮定をおく。

　（i）u（x，y）はx，　sucついて増加関数で

あり，しかも，強い意味の凹関数である。

（ii）　z吻％（x，ツ）＜。。，1吻％（x，ツ）＜。Q

　　謬→OD　　　　　　　　　　　　　写→oO

　（iii）u（x，・y）はx，　yについて連続な2階

の偏導関数をもつ。

　（i）は限界効用（あるいは限界代替率）

逓減という，通常の仮定の言いかえにすぎな

いし，（ii），（iii）も，分析の便宜のためにお

かれたものであるとはいえ，ごく自然な仮定

であろう。

　エッヂワースの交換のモデルをゲーム論的

に記述すれば，プレイヤーはP1，　P2の2人で，

各プレイヤーの利得はそれぞれの効用であり，

特性関数は

10

γ（｛1｝）＝％（α，0）

V（｛2｝）＝＝u（0，の

V（｛1，2｝）＝　max（u（x，　y）＋麗（a－x，

　　　　　　〔x，y）

　　　ゐ一・））一・・像書）

で与えられることになる。したがって，この

ゲームの配分の集合は

（2）

κ1≧u（a，0），x2≧u（0，の

Xl・x・　＝・u（ab2，2）

で与えられるペクトルκ＝（Xl，　x2）の全体

になる。このゲームの安定集合はすべての配

分から成るものが唯1つあるだけであり，し

かも，どの配分も他の配分によって優越され

ることはないから，これはまた，コアにもな

っている。それぞれの配分によって示される

財保有量をあらわす点は，契約曲線の一部分

になっている。

6　エッヂワースの市場ゲーム，

　一般の場合

　前節の交換モデルを次のように一般化する。

　A財のみa単位保有するプレイヤ’一・Vtm人

いる。そのプレイヤーの集合をMとする。

B財のみb単位保有するプレイヤーがn人い

て，その集合をNとする。財ペクトル（X，y）

に対する効用関数U（X，y）はすぺてのプレイ

ヤーに対して同じであるとし，U（Xty）に対

しては前節と同じ仮定をおく。

　1＝MUNとし，　m十n人のプレイヤーか

ら成る市場でA財とB財の交換をおこなう

のであるが，ここで1つの結託Sがつくられ

たとしよう。5にはMからMs人が参加し，

Nからns人が参加しているものとする。　S＝

Ms＋n、とおく。　S全体としては，したがっ

てA財はm、a単位，　B財はn・　b単位あるわ



エッヂワース市場ゲームのコァ（小山）

けで，彼等はこれらA財，B財をS全体と

しての総利得が最大になるようve　Sのメンバ

ーの間で分けることになる。Sの各メンバー

が同一の効用関数U（X，y）をもち，しかも

U（X，y）が強い意味の凹関数であることから，

総利得（総効用）を最大にする分け方は，皆

で等分することであることが証明できる。し

たがってSが全体として獲得できる最大の総

利得v（s）は

（3）v（s）一・u（魏1σ，”§∂），

　　　　　　s＝＝Ms十ns

で与えられる。この市場交換モデルet・m＋n

人のプレイヤーから成る変動和ゲームと考え

ることができるが，そのとき（3）のV（S）

は，このゲームの特性関数になっている。そ

れを確かめておく。

　V（φ）＝0は明らかであろう。優加法性

v（SuT）≧v（s）十v（T），　s∩T＝φ

は次のようにして証明できる。

　結託Tの人数をt，そのうちでルfに属す

るメンバーの数をmt，1Vをに属するメンバ

ーの数をntとする。’＝mt＋ntとおく。

　U（X，y）が凹関数であることを使うと

v（s）＋v（T）一　su（甥1α，劉

梅（禦，㌘一）

ーうε
S

，

αε塑
～
ーS f十5ーの十⑬＝

＋毒・（mta　nt　b　t　，　t〉〕

≦（s＋t）　u　（”z葦葦≡野‘　a，　　弩‡㌘‘　b）

＝v（suT）

こうしてV（S）は特性関数の性質をもつこ
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とが示された。このV（S）を特性関数とし

てもつゲームを，ゲーム〔m，n〕とかくこ

とにする。前節で述べたのは，ゲーム〔1，1〕

である。

7　ゲーム〔m，n〕のコアと極限定理

　任意の正の整数m，nVこついてゲーム〔m，

n］を考える。

　　　m　　　　　　β＝1一α＝α＝＝

　　　　　　　　　　　　m十n　　m十n，

とおく。メンバー全員が結託して得る最大の

利得V（1）　：V（Mu1＞）は，（3）により

v（・）一（糾伽（講㌃諸㌦）

　　＝（m＋n）u（αa，βの

となる。

u＊＝u（αa，βの

とおく。

　U（X，），）が強い意味の凹関数であることと，

連続な2階の偏導関数をもつことから，

f（2）＝u（λa，（1－2）の

は2の関数として強い意味の凹関数となり，

したがって

0
て

く
っ
η
よ
艇
。
ヂ
る
　
あ
　
で

（・）f”（2）一・2鼻一…錯

・b・ Nく・

が点（λa，（1一え）のにおいて成立する。

この不等式（4）は，後で重要になる。

　ゲt－一・ム〔m，n〕がコアをもつかどうかが



まず問題になるが，これについて考えてみよ

う。

　Mに属するm人は同じ初期保有量（a，0）

をもち，しかも同じ効用関数をもつのだから，

市場における彼等の立場は同じであると考え

てよい。同様に，1Vに属するn人も，市場

においては同じ立場にある。そこで，同じ立

場にあるメンバ“－VCは同じ利得を与えるよう

な配分についてまず考えてみようというのは，

自然な発想であろう。

　こういった考え方にもとついて，Mのメ

ンバーの利得はすべて同じであり，またNの

メンバーの利得もすべて同じであるような配

分を考えてみる。すなわち，

M＝｛1，2，……刎，

ノV＝＝｛勿¢十1，m十2，…　一・，勿¢十n｝

としたとき

Xl＝X2＝°9・．・．＝Xw邑，　　Xm十1＝Xm十2＝…　　°・°

　　　　　　　　　　　＝＝Xm＋n

である配分

　X＝（κ1，κ2，一・…，X。、，κm＋1，Xm．2，……tXm．。）

を考えてみる。そして，この形の配分でゲー

ム〔m，n］のコアに属するものがあるかどう

かを調べてみるのである。

　最大の平均利得U＊＝U（αa，βのを中心に

してXiをあらわすことにすれば，上記の性質

をもつ配分は，ωをパラメータとして

（5）

Xi（ω）＝U＊＋βω　　iεMのとき

X」（ω）＝＝U＊一αω　　ゴεNのとき

とおくことができる。

Σ　Xt　（（D）＝（m＋　n）u＊
it∬

であることから，∫ε1レfに対して

Xi（ω）＝u＊＋βω
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とおけば，ゴεNに対しては

κブ（ω）＝u＊一αω

とならざるをえないのである。

　（5）であらわされる配分

x（ω）＝（u＊＋βω，・・…・，u＊＋βtU，　u＊一αω，

　　　　　　　　・・…・，u＊一αω）

がコアに入るようにωを決めることができ

るかどうかを考えてみる。

　X（ω）がコアに含まれる配分であるため

の必要十分条件は，配分である条件として

（i）　Xi（ω）≧v（｛i｝）　　iε1

（ii）ΣXz（ω）＝v（1）

であり，かつ，コアに入る条件として定理1

から

　（iii）すべてのs⊂∫に対して

　Σx・（ω）≧y（s）

　tE8

であった。このうちで（i）は（iii）の特殊

の場合にすぎないし，x（ω）が（5）をみた

していることから（ii）はみたされている。

したがって，（iii）だけを考慮すればよいこ

とになる。

　Sdを任意にえらぶ。　Sのメンバーの数

をS，Sのメンバーでルfに属するものの数を

Ms，ヱVに属するものの数をnsとする。　s＝翅、

＋nsであることはいうまでもない。

　V（S）をU＊＝（ασ，βのの近傍でテーラー

展開する。

v（・）一・・（警α，禦）一・・（・a＋（響

一・
ja・・Pb・（ぞ一β）・）

において，Ms＋ns＝s，α＋β＝1を考慮する

と

　　　　牛一β一一警＋・
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となるから，点（αα，βのの近傍で

v（s）＝：　su（・・＋（与・）a・・Pb

　　　　　　　　－（Ms　　　一αs）の

一・
ku（・a・・P・）・（讐一・）（・警一・募）

　　　・s（Ms－一．一α　s）2R（・）〕

ここでR（θ）はいわゆるラグランジュの剰

余であって

R（・）＝a・∂2 枢Mη）一一・ab∂2多舞≧

　　　　　　　　　　　十b2　∂2　u（ξ・η）

　　　　　　　　　　　　　　　∂y2・

となる。ξ，ηは，ある0＜θ＜1に対して

　　ξ　＝＝・・＋・（M8　　一αs）a・

　　・一β・一・（Ms　　一αs）b

となっている。このξ，ηのa，bの係数の和は

1であるから，（ξ，η）は（Ra，（1－2）のの

形をしており，したがって（4）により

　（6）　　　　　1～（θ）＜0

である。

　一方，（5）から

　ΣXt（ω）＝Ms（u＊＋βω）＋ns（u＊一αω）
　iεs

　　　　　　＝su＊＋（m・β一n、　a）ω

　　　　　　＝su＊＋（M、－sα）ω

となるから

v（・）一
ｷ・・（・）一（m・・－s・）〔（・警

　　　　一・蕃）一・〕・9（Ms　　一αs）2R（の

13

となる。右辺の最後の項は（6）により非正

となるから，〔〕の中がゼロになるようにω

の値をえらんでおけば右辺はつねに非正にな

る。そこで

（・）・・一・警一・器

とおけば，ω＝ω＊のとき

v（・）一
普E・（・・）一音（讐・・）2R（・）≦・

となるから

　γ（s）≦ΣXi（ω＊）

　　　　　tt8

が成立し，X（ω＊）はコアに属することがわ

か・・ここで｛瓢矩点（…βb）にお

ける値であることはいうまでもない。以上に

より，次の定理が得られた。

　定理2　ゲーム〔m，n〕において

　　　轟万一傷fe．一β

　　　u＊＝u（αa，βの

　　　ω・＝a∂u（αa・βの＿b∂u（αa・色≧

　　　　　　　　∂x

とおけば

　　　Xi＊＝・Xi（ω＊）＝u＊＋βω＊　iεM

　　　xゴ＊＝X」（ω＊）＝u＊一αω＊　ゴε1＞

で定義される配分

　　x＊＝（u＊＋βω＊，……，u＊＋βω＊，u＊一αω＊，

　　　　　……，u＊一αω＊）

はゲーム〔m，n〕のコアに属する。

　定理2系

u＊＝・u（2＊a，（1－2＊）の＝max　u（」㎏，（1－2）b）

　　　　　　　　　　　0≦a≦1

となる2＊が



＿匹～＝λ＊

m十n

をみたすものとすれば，すぺてのXi　・U＊で

ある配分

x＊＝（u＊，u＊，・　・，u＊）

はゲーム〔m，n〕のコアに属する。

　（証明）　点（λ＊α，（1一λ＊）のにおいて

u（2a，（1一λ）のは最大値をとるから，λに

ついての導関数の値はこの点でゼロになる。

したがってf（2）＝u（Ra，（1一λ）のとおけ

ば

f’（2＊）一磯一聯一・

となるから，定理2のω＊はゼロになるので

ある。　（証明終）

　ゲーム〔m，n〕のコアは定理2のx＊以外

の配分をも含んでいる。しかし，m，　nが一

定の比率を保ちながら増大してゆくときセこは，

コアはX＊に収縮してゆくことが示される。

　m：ηが一定の比率で増大してゆくのだか

ら，以下の議論においてはα，βは一定に保

たれている。

轟万一・・一痂転一β

となる最小のm，nの値をm°，　n°とすれば，

m　＝imo，　n＝一　le　nO

であって，ここでk→。・となる場合を考え

るのである。この場合，ゲーム〔m，n〕のコ

アについて次の補題が成立する。

　補題　m＝km°，　n＝　knO，　k≧2のときx＝

（Xl，x2，……，κm，Xm＋1，……，κm＋n）がゲーム

〔m，n〕のコアに属している配分であれば，

ルfに属している脅こついてXiの値はすべて

同じであり，Nに属している脅こついて紛の

値はすべて同じである。すなわち

14

（8）

Xl＝x2＝・・9°ゆ゜＝Xm，

Xm＋1　：Xm＋2＝…　…＝Xm＋n

である。

　（証明）　（8）が成り立たないようなxは

コアに属さないことを示せぽよい。（8）が成

り立たないXをとる。Xi，琵ルfのうちの小さ

い方からm°個えらび，その添字の集合をM

とする。同様に，κゴ，ゴεNのうちの小さい方

からn°個をえらび，その添字の集合をNと

する。S＝MUNとおいて，結託Sを考える。
SのメンバP・のtWl＊　mO十　nUで

y（s）＝（甥゜＋のU（αα，βわ）＝伽゜＋のU＊

であるが，このとき

（9） y（s）〉Σxt，

　　　　Us

でなくてはならない。なぜなら，Mのルfに

属さない（k－1）MO人のメンバーを，　x、の

値の小さい方から順にm°人ずつえらんでle

－1個の組にわけ，同様にNに含まれない

Nの＠－1）n°人についても，物の値の小

さい方から順にη゜人ずつのle　－1個の組に

わける。こうしてえらんだそれぞれの組を，

さらにえらんだ順に組合せて，m°＋n°人か

ら成る結託をk－1個つくる。さきにつくっ

たS＝MUNをSiとして，いまつくったん
一1個の結託を，つくった順ve　S2，　S，……，

S・とする。これらについては

（10）y（S1）＝γ（S2）＝……＝V（S・）

＝（mO十nO）u＊

である。また，そのつくり方から

（11）Σx，≦Σx・≦……≦Σx・
　　　i・Sl　　　i・S2　　　　　　　i‘Sk

であるが，Xiが同じではないのだから，ここ

で少くとも1ヵ所の不等号は強い意味の不等

号くになっている。そこで，もしも
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y（s）＝・v（Si）≦Σx，

　　　　　　　　tES　　　　　　　　1

となっていたとすれば，（10），（11）から，

すぺてのゴに対して

v（Sd）≦II］　xi

　　　　冠ε㌧

となり，しかも，少くとも1つのゴについて

強い不等式になっている。したがって，この

不等式をゴについて加えると，Xが配分であ

るから

k

Σv（SJ）＜ΣXi　＝＝v（1）
j＝且　　　　　　iε1

が成立するが，左辺はk（m°＋n°）u＊二y（1）

であるから，結局，V（1）＜γ（1）となって

矛盾が生ずる。よって（9）が成り立たなく

てはならないのである。そして，（9）が成り

立つということは，定理1により，κがコア

に属さないことを意味している。（証明終）

　この補題の証明の中でes　le≧2であること

を使っていることに注意されたい。したがっ

てmとηが互いに素である場合には，ここの

証明は成り立たない。

　この補題により，コアに属する配分はすべ

て，εをパラメータとして

（12）

断（ε）＝u＊＋βω＊＋βε　　iεルt

x．i（ε）＝秘＊一αω＊一αεゴεN

を成分とするペクトルX（ε）によってあらわ

すことができる。

　われわれの目的は次の定理を証明すること

である。

　定理3　m　・＝　lemO，　n＝len°でle→・。のとき，

ゲーム〔m，n〕のコアは定理2のx＊に収縮

する。

　（証明）　（12）で定義されたκ（ε）は，ε≠

0のときに，十分大きなすべてのleに対して

コァには含まれないことを示せばよい。
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　はじめに，ε＞0の場合を考える。Mのう

ちの1人を除いたm－1人とNの全員とか

ら成る結託をSとする。Sはm＋n－1人の
メンバーを含むから，y（S）を（αa，βのの

近傍でテーラー展開すると

v（s）一（m・・－1）u（鴇諸，

講、耳）

一（m・・－1）・（・・「研鰭L

β卜餅艦1）

卿＋n－1）〔u・

＋講丙一（＿　a　－9u．＋b∂u　　　∂x　　ON）

・品諜＝iアR（の〕

＝（m＋n－1）u＊一βω＊

・，て藩駈i）・（・）

ここでR（・）イ鯉留一…嘱あη）

＋b・∂2u（ξ・璽

　　　∂y2

ξ十術鑑ゴ）・・

・十・詰｝－i）・

となり，他方

ΣXi（ε）＝（粥一1）（u＊＋βω＊＋βε）
正置8

　　　→一（u＊一αω＊一αε）

＝（m＋n－1）lt＊＋（mβ一一nα）（ω＊＋ε）

一β（ω＊＋ε）



＝（m＋n－1）u＊一βω＊一βε，

（mβ一　nα　：0による）

となる。よって

v（・）一
趨e（・）一衷講一1）R（・）・β・

となるが，le→・・すなわちm，　n→・。のとき

右辺の第1項はゼロに収束し，第2項はβε＞

0であるから，十分大きなすぺてのm，n，す

なわち十分大きなすべてのゐに対して右辺は

正となり，したがってγ（S）〉ΣX・（ε）とな

　　　　　　　　　　　　　　ieS

る。これは，定理1により，x（のがコァに

は属さないことを示している。

　ε＜0のときは，Mの全員とNのn－1人

とから成る結託をSとして同様な計算をす

れば，X（ε）がコアに属さないことが示され

る。（証明終）

8　極限定理と完全競争均衡

　前節の定理2，定理3のもつ経済学的意味

を考えてみよう。ゲーム〔m，n〕はメンバ

ー間でのりペート（手付けとよんでいる）の

授受を認める形のゲーム（game　with　side

payment）である。すなわち，各メンバーは，

ゲームのルールにもとついて得られる利得の

ほかに，結託交渉を通じて手付けを獲得（ま

たは譲渡）する。その合計が各人の最終利得

となり，最終利得ペクトルが配分なのである。

　この観点から定理2のx＊を解釈すれば，

まずすぺてのメンバーに平等に（αa，βのと

いう財ペクトルを与え，それによって各メン

バーに最大の平均利得を獲得させる。それが

U＊である。これは，全体としての総利得を

最大にする（分けるぺきパイをできるだけ大

きくしておく）ための知恵である。然る後に，

MのメンバーとNのメンバーの市場に．おけ
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る立場の相違（立場の強さの度合い）に応じ

た手付けの授受をおこなう。その分がMの

メンバーについてはβω＊，Nのメンバーにつ

いては一αω＊となるのであり，その結果と

しての最終利得表が配分X＊になるのである。

　そこで，手付けβω＊，一αω＊はどういう意

味をもっているか考えてみよう。まず

β・・一βμ鵠幽一βμ器βわ）

一（・一・a）∂u（夋ﾀの

一βμ響の

であるが，ここで各メンバーは14財，B財

の1単位に対してどれだけの価値を認めてい

るかを考えてみれば，（αα，βのだけの財ベク

5ルを保有している時には，各財の限界1単

位のもたらす効用の大きさ，すなわち限界効

用，がその評価の値になると考えるのは自然

であろう。そこで，各財の1単位の価値をそ

れぞれの限界効用で計って

（13）P・一亟器輿加一∂u”（監勉

とおくことにすれぽ

βω＊＝（α一一αα）ρ。一βうρ・

＝aPA　一（αaPA＋βbP・）

となる。これは，A財，　B財の各1単位の価

格をPA，　PBとしたときに，　Mのメンバー一が

（αa，βのを獲得するために必要な支出額αa

P．　＋βbP．を，初期保有財の総価値aPAから

差し引いた残りをあらわすことになる。した

がって，Mのメンバーが，初期保有量aの

代りに初期保有金額aPAを持って市場で（αa，

βのを購入したと考えれば，βω＊は財購入後

の現金残高をあらわすことになる。こうして

fεMに対して
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　　Xi＊＝u＊＋βω＊＝u（αa，βの＋βaPA一βbPB

は，メンバーiがaPAの資金によって（αa，

βb）を購入したときの，購入した財のもたら

す効用と現金残高の和，すなわち総効用，を

あらわすことになる。Nのメンバーについて

もまったく同様に考えることができて，ゴεN

のとき

勿＊＝が一αω＊＝u（αa，βの＋（うρザαの・

　　一βゐρβ）

は（αa，βののもたらす効用と現金残高の和

としての総効用になる。

　ところで，Mのメンパ・一・がα餌の資金を

もって市場でA財をξ単位，B財をη単位

購入したとすれぽ，そのときの彼の総効用は

u（ξ，η）＋aPA－（ξP4＋；7PB）

となるが，これと（αa，βのを購入したとき

の総効用U＊＋βω＊とを比較してみよう。

　まず，効用関数U（X，y）が強い意味の凹関

数であることから，0〈えく1となるλに対

して次の不等式が成立することに注意しよう。

　　u（えξ＋（1－・～）αa，λη十（1－1）βb）

　　　＞2u（ξ，η）＋（1－2）u（αa，βb）

右辺のU（αa，βのを左辺に移項して

麗（αα＋λ（ξ一αa），βう十2（η一βわ））

　－u（αα，βわ）〉λ（麗（ξ，η）－u（αα，βわ））

左辺に平均値の定理を適用すると

2（ξ一・・）9：・2（・一βの募

　＞2（u（ξ，η）－u（ασ，βb））

ここで霧｛難は点（・・＋・・（ξ一・・）・・Pb…

（η一βの）における値である。両辺をRで割

って，2→0とすると

ユ7

（ξ一・・）準

・（・一βの∂u（夋ﾀの

≧u（ξ，η）－u（α己τ，βう）

がえられる。ξ，ηを含んだ項を右辺にまとめ

ると

u（・a，・P・）一・・∂u（讐βの

一β・∂”（αa，βbﾝ夕）

≧u（e，・）一ξ亟器璽

　　　　　　　∂u（αa，　Pb）
　　　　　一η．’　rm∂y　　一

となる。よって，PA，　PBの定義から

u（αa，β∂）一αaPA一βbPB≧u（ξ，η）一ξP■

　－rlPB

がえられ，両辺tlC　aPAを加えると

u（ασ，βゐ）十βαρ温一βうρβ≧u（ξ，η）十σρ撤

　一ξρ、豊一ηρB

すなわち

　　u＊　＋　Pω＊≧u（ξ，η）十aP．4－（ξP』＋07PB）

がえられる。

　この不等式は，価格釦，PBのもとでMの

メンバーの総効用を最大にするA財，B財の

購入量がαa，βbであることを示している。N

のメンバーについても，話はまったく同様で

ある。

　以上により，（13）で定義される価格釦，

PBのもとで各メンバーが（αa，βのだけ購入

すれば，それによって各メンバーの総効用は

最大になり，しかも，（m－－n）cra＝ana，（m

＋n）　Pb＝nbであるから，市場全体としての

財の需要と供給は一致することがわかった。



　一般に，ある価格体系のもとで各人が自己

の総効用の最大を実現する財の購入量が，市

場全体としても財の需要と供給を一致させて

いるならば，市場では完全競争均衡が成立し

ているといい，そのときの価格を均衡価格と

よぶ。上に述べたことから，x＊は（13）の

均衡価格PA，　PBのもとでの完全競争均衡を

あらわす配分になっていることがわかる。

　均衡価格は（13）の角，ρβが唯一のもの

であること，したがってκ＊が唯一の完全競

争均衡配分であることが証明できる。

　それを示すために，qA，　qBを任意の均衡

価格とし，この価格のもとでMのメンバー

の総効用を最大にする財購入量を（鋸，ηの

とし，Nのメンバーのそれを（ξ＾r，ηのとす

る。qA，砺が均衡価格であるから，このと

きの市場全体としての財の需要と供給は一致

していなくてはならない。すなわち

（14）　　mξ菰＋nξN＝ma，　mηM＋nηN＝nb

でなくてはならない。ところで，市場全体の

A財の総量ma，　B財の総量nbを，各メンバー

の効用の合計が最大になるように分ける分け

方はすべてのメンバーに均等に分けることで

あり，そのときの各メンバーの効用の総和が

V（1）＝（m＋n）がであった。したがって，

ma，πδを，　Mのメンバーにはそれぞれξ．，

VMずつ分け，　Nのメンバーにはそれぞれ鉦，

rPNずつ分けた場合の効用の和mu（飯，ηの＋

nu（ξN，　rPN）はγ（1）より大きくなることは

ありえない。よって

（15）　　mu（ξ．，ηκ）＋nu（ξN，η2v）　≦　V（1）

でなくてはならない。

　さて，価格の，qeのもとでは，　Mのメン

バーにとっては（ξ鵡ηのが，2Vのメンバー

にとっては（ξ〃，ηN）が，それぞれに彼等の

総効用を最大にしているのであるから，M

のメンバーに対しては
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（16）

u（ξ翌，ηN）＋aqA－（ξ〃qA＋η〃qB）

≧％（ασ，βの＋aq・・一（ασ9計βうq・）

が成り立ち，1Vのメンバーに対しては

（17）

u（ξ〃，ηN）十bqB－（ξrvqA＋T2NqB）

≧％（αα，βの＋わσ・一（αaq汁βわqB）

が成り立っている。（16），（17）の不等式を

メンバー全員について加えると，左辺の合計

は，関係式（14）を使うと

〃zu（ξ疋，ηM）十nu（ξ～v，ηN）十（〃za－〃zξM

　　－nξハう（～A十（nb－〃1rPM－7zηハ・）（1β

＝mu（ξ忍，ηM）＋nu（ξ2v，η1v）

となり，右辺の合計は（m＋n）U（ασ，βの

＝V（1）

となる。よって

mu（ξM，ηM）＋nu（ξ1v，η〃）　≧v（1）

がえられるが，これと（15）とから

mu（ξκ，η〃）＋nu（ξN，η2v）　＝　V（1）

でなくてはならないことがわかる。

　不等式（16），（17）をメンバー全員につい

て加えた結果が等式になるのであるから，

（16），（17）の不等式はいずれも等式でなく

てはならない。　このことと，（16），（17）の

左辺がそれぞれ価格qA，　qBのもとでのMの

メンバー，Nのメンバーの総効用の最大値

になっていることとから，（16），（17）の右

辺もまた，価格qA，　qBのもとでのそれぞれ

のメンバーの総効用の最大値になっているは

ずである。したがって任意の（ξ，η）に対し

て

u（αa，βの＋aqA・一（αaq・＋βbqB）

≧u（ξ，η）＋aqA－（ξqA＋r7qB）

が成り立つことになる。両辺からaqAを消去
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して適当に移項すると

u（ξ，η）－u（αα，βう）　≦　（ξ一ασ）（IA

＋（rp　一βb）qB

がえられる。（ξ，η）は任意であったから，

特に

とおくと

ξ＝ασ十h，　η＝βb

u（αα＋h，βゐ）－u（ασ，βう）≦1み（IA

がえられ，ここで両辺をhで割ってh→0と

すると，h＞0のときには

∂u（讐βの≦q・すなわS・P・≦q・

となり，h＜0のときには

迦（讐βの≧q・すなわちP・≧q・

となる。したがってPA＝qAでなくてはなら

ない。同様にしてPB　＝qBであることも示さ

れる。

　価格PA，　PBのもとでの財の最適配分はす

ぺてのメンバーに均等にαa，Pbずつ分ける

ことであったし，価格qA，　qBのもとでの最

適配分はル1のメンバーにはξ．，VMずつ，　N

のメンバーにはξ〃，77　，vずつ分けることであ

った。したがって釦＝qA，　PB＝qBであるこ

とが示されたからには，同じ価格のもとでの

最適な財配分は同じでなけれぽならないから，

αa二転＝ξ〃，βb＝17M＝ηNでなくてはならな

い。こうして，釦，PBが唯一の均衡価格で

あり，X＊が唯一の完全競争均衡配分である

ことカミわかった。

　x＊に対してこのような経済学的意味が与

えられれば，定理3はきわめて興味深い内容

を含んでいることになる。m，　nが一定の比

率を保ちながら増大してゆくときにゲーム

〔m，n〕のコアは唯一の完全競争均衡配分に
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収縮してゆく，という定理3の主張は，もと

もとは別個の概念であるゲームのコアと完全

競争均衡とが市場ゲームという場において密

接に給びつくことを示すものであって，完全

競争という経済理論の（1つの理想的な）慣

用の前提がゲーム論的視点から漸近的に構成

されてゆく過程を示すものと考えることがで

きよう。

　m：nの比率はさまざまでありうるし，そ

れぞれの比率に対して均衡価格が決まり，そ

れにもとついて手付けによる決済がなされる．

定理2の系で示されたケースは，m：nの比

が各メンバーの効用関数に照して最適になっ

ている場合，すなわち効用面から見て財に過

不足のない場合であって，このときはすべて

のメンバーの市場における立場は同等になり，

したがって手付けによる決済が不用になるの

である。

9ゲーム〔1，n〕のコア，独占の場合

　A財保有者が唯1人であるゲーム〔1，n）

では，A財保有者は独占的な優位性をもつこ

とになる。定理2によれば，M・＝｛1｝，　N＝

｛2，　3，……，雑十1｝として

（18）

ここで

x・“・－u＊＋。隼、ω＊・

XJ＊一・＊一 fω＊・

ブ＝2，3，……，n十1

ー　一
－

塑
＋　
碗　
L

α
評
ー　＝＊

u＊一
i　∂　　　∂a∂｝’　－b∂y）u（誤L諜1）

である配分x＊はゲーム〔1，n〕のコアに属

する。



　このゲームでn→。。の場合を考えてみよう。

定理3ではm：nの比が一定であるように甥，

nが増大する場合を扱ったわけだが，ここで

はm・＝1であるから，m：n＝1：nVtnの増

加と共に変り，したがって定理3をそのまま

適用することはできない。

　A財をもっているのはメンバー一一1だけだか

ら，彼が独占者の優位性を最大限に利用して，

他のすぺてのメンバーが可能な最小限の利得

しか得られないような配分を提案したとしよ

う。この配分をX°＝（XIO，　X20，……，xen＋1）と

すると

κ2°＝＝・x3°＝…＝x°n＋1＝＝π（0，b）

であるから

κlo＝V（1）－nu（0，の

となる。これについて，次の定理が成り立つ。

　定理4　配分

　xo；（V（1）－nu（0，の，　u（0，の，　u（0，の，

…・ Cu（0，の）はゲーム〔1，　n〕のコアに属

する。

（証明）ある配分xに対してx＞x°となっ
　　　　　　　　　　　　　　s
たとしよう。このとき有効集合8はメンバー

1を含むことはない。なぜなら，Xlo　・＝　V（1）

一　nu（0，のはメンバー1のとりうる最大の

利得であるから，κ1＞κ1°ということはあり

えないからである。したがってSはB財を

保有するメンバーのみの結託となるが，ieS

に対してはXi＞Xt°＝u（O，　b）であるから，　S

のメンバーの数をSとすると

（19）　ΣXi＞su（0，の
　　　　iεs

となる。一方V（S）＝Su（0，のであり，　x》

　　　　　　　　　　　　　　　　　　s
κ゜であるから

（20）　　　V（S）＝su（0，　b）　≧Σ】Xi

　　　　　　　　　　　　iES

でなくてはならない。（19）と（20）とから
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su（0，の≧Σx，＞su（0，の
　　　　　iεs

となるが，これは不合理である。よってX＞
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s
x°となる5は存在せず，したがってx°に優

越する配分はない。よってx°はコァに属す

る。（証明終）

　定理4の配分x°について，次の極限定理

が成立する。

　定理5　任意のε＞0に対してゲーム〔1，

n〕のκ1　・＝　Xlo一εである配分をxとすれば，

十分大きなすべてのπに対して，κはコアに

は含まれない。

　（証明）x°の第1成分Xle　＝V（1）－nu（0，

のはメンバー1が獲得できる最大の配分で

あり，このとき他のメンバーの利得は必然的

にπ（0，のになってしまう。したがってx°

以外の配分ではメンバー1の利得Xlはκ1°よ

りは小さくなる。そこで，x°以外の任意の

配分をxとすれば，あるε＞0に対して

x1　・＝　xlO一ε＝V（1）－nu（O，　b）一ε

となっており，x2，x3，……，x、t＋1は，メンバ

ー1が譲歩したεだけの利得をn人で適宜に

分けてu（0，のに加えたものになっている。

このとき，メンバー2からn＋1までの中に

は

　　　　　　　eX」≧u（o・の＋互

となるゴが少くとも1人はいる筈である。そ

こで，このようなゴを除いたn人の結託をS

；1－｛」｝とし，V「（S）を点（0，のの近傍

でテーラー展開する。

v（s）－nu（舞，（㌦鍍）

一nu
io＋．9．卜立　　n，　　n）

一n
ku（・，・b）・麦（a∂！LS－°i　b）



　　　　　一・∂響））・毒（・・∂！1’1＄Le（．°，・b）

　　　　　一…∂2器う）…∂2”1妾う））

　　　　　・・（素）〕

　　　　－nu・（・・の・・迦～°輿一μま騨

　　　　　淵・・染の一…∂2器わ）

　　　　　・b・∂2饗辺）・・㈲

同様にy（1）を（0，のの近傍でテーラー展

開すると

Vの＝＝・（n＋1）u（。睾1，。聖1）

　　　　一（n＋・）（u（o・b）＋苑‡i（・亟∂絆

　　　　　一・∂響））・，（。，－1－i，）・

　　　　　　（・・∂2彿舞の一・・贈瘍り

　　　　…∂聯遊）・・（　　　1（n＋1）2））

　　　一＠＋1）u（o，b）＋・塑！喫≧

　　　　一う亟∂1，！Feb）＋2（。ilFTt）

　　　　　（・2∂2％製一・ab∂X’！－°，li・一一IZ）一

　　　　・b・遡舞騨）＋・（　1n十1）

また

i，，　Xi＝：V（1）一∫ゴ≦v（1）－u（o・b）一÷
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　　　　　　　　　　であるから，上述のテーラー展開式を使うと
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　γ（8）一ΣXt≧V（S）－y（1）＋％（0，う）
　　　　　t‘8

　　　　＋÷

　　　一者（1　　1n　　n十1）（・・架卿

　　　　一…鵯参の…響遊）

　　　　・・（÷）・＃

　　　一弄（2（済1フ＋・＋6n）

ここで

　　R－・・∂2”卿一・・縣1兜

　　　　　・b・撃う≧

は定数であり，δnはn→Q。のときゼロに収

束する量であるから，ε＞0であることを考

慮すると，十分大きなすべての瞬こ対して

　　　　　　R
　　　　　　　　　＋ε＋δn＞0
　　　　2（n＋1）

となる。よって，十分大きなすべてのπに

対して

　　V（S）一Σx‘＞0すなわちV（S）〉Σx‘
　　　　　　ts8　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tt8

が成立する。これは，定理1により，配分x

がコアに属さないことを示している。

　以上により，κ1＝Xl°一ε，ε＞0であるどん

な配分も，十分大きなすべてのηに対して，

ゲーム〔1，n〕のコアには含まれないことが

示された。　（証明終）

　定理3の極限定理では，x＊の各成分はm，　n



には依存しない一定の値をもっていた。した

がってm，n→。。のときコアがX＊に収縮する，

という表現をしたのだが，定理5の極限定理

では，xoの成分のうちの第1成分κ1°＝V（1）

－nu（0，のはnと共に変化する。したがっ

て，コアがκoに収縮するという表現はこの

場合は適切ではないだろう。そこで，n→。・

のときx°がどういうペクトルに近づいて

ゆくかを調ぺてみる。まずκ2°＝κ3°＝……＝

xOn、1＝u（0，ので，これはnには依存しない。

κL°＝V（1）－nu（0，の

＝・一・　（n＋1）u（－h隼1，浩）－nu・（…b）

一・（αの・（・∂繋軌う聖の）

・麟ユ）・・（　1n十1）

であるから，n→QQのとき，κ1°は

漁の・・讐の一∂聖ク）

に収束することがわかる。そこで

を

（21）

x＝（κ1，x2，……，　Xn＋1）

肋（醐・諮霧Lう∂讐う）

x2＝κ3＝……＝x，副＝u（0，の

で定義すれば，定理5は，より具体的に次の

形に述べることができる。

　定理6　ゲーム〔1，n〕のコアは，　n→Q°

のとき，（21）で定義されるペクトルxに収

縮する。

　ここで注意しておきたいことは，どのηに

対しても，諏の成分の和はV（1）にはならな

22

い（したがって集団合理性をみたさない）た

めに，xはゲーム〔1，　n〕の配分にはなって

いない，ということである．しかし，n→O。

となるにつれて，κはいくらでも配分に近く

なってゆく。

　ゲーム〔1，n〕の核は配分xeのほかにも，

（18）で定義される配分x＊をも含んでいる。

（18）から明らかなように，n→。・のとき，

X＊もκに収束する

　定理6の経済学的意味を考えてみよう。

　効用関数U（X，y）は凹関数であり，した

がって限界効用は逓減する。X，yの動く範囲

は0≦x≦a，0≦y≦bである。このこと

から

（22）亟∂騨一駕沖膨）
　　　　　　　　o≦：x＿fl；ec　　　　　　　　，

迦製一。黎．pms－°i－y！）・

である。そこで，第8節の所論にならって財

の価格を限界効用によって評価することにし

て

角一飽～賊P・・：∂響）．

によってA財，B財の単位当り価格を定義

すれば，（21）のXlは

Xl・＝π（O，　b）十PAa－－PBb

となる。（22）により，伽は・4財に与えられ

る最高の価格と考えられ，PBはB財に与え

られる最低の価格と考えられる。そうすると，

餌σ一P・bは，a財を最高の価格（独占価格）で

売ってb財を最低の価格で買ったときの現金

残高，すなわち考えられる最大の独占利潤を

あらおすものと考えてよいだろう。そうする

と，定理6は，ゲーム〔1，n〕のもっとも安

定した配分様式であるコアが，n→。。とと
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もに，増大してゆく独占利潤を独占者に与え

る形をとりながら完全独占体制へ近づいてゆ

く必然性を示しているものと考えることがで

きるだろう。

　究極的には完全な独占形態Xに近づくと

いう点では同じであっても，X＊がκに近づ

く過程とκ゜がκに近づく過程との間には多

少の相違がみられる。

　（18）の配分x＊がκに収束してゆく過程

を考えてみると，（18）では，価格は，限界

効用で評価するから

飢叫搬・瞬、，藷），

酬一£・（a　　　nbn十1，　n十1）

と考えられるが，この場合は

Xt＊＝u＊十　　　　　　　（aPAC”｝－bPBCn））
　　　　n→－1

…一・・「珪イ（・ρ・ω一bP…）

＞u（0，の

もにきわめて安定な配分であるから，この配

分形態を変えるのは容易でない。少くとも，

各メンバーがルールに従って行動している限

りは変更は不可能であろう。現実の事態に照

して考えると，まことに興味ある結果といえ

るだろう。

10ゲーム〔m，n〕でmが一定で

　　n→。・のとき．寡占の場合

　前節の独占のゲーム〔1，n］を’一般化して，

ゲーム〔m，n〕において，　mhミー定でnが大

きくなる場合について考えてみよう。これは

寡占の場合と考えることができるだろう。

　この場合もm：nの比は一定ではないから，

定理3の結果は使えない。

　定理2によれば，M＝＝｛1，2，……，m｝，2＞二

｛m十1，……，m＋n｝として

Xt＊－u＊＋伽勤ω＊i・M

x・＊：＝・u＊一 ﾏω＊ブ・N

であるから，配分X＊では独占者は独占利潤

の4｛ηL妙β㈲を独り占めしているわけでは

なく，そのうちの幾分かを他のメンバーに分

け与えている。しかし，n→・。となるにつれ

て，ρ4㈲は増大しPB（”｝は減少するから，

⑫五〔ηL妙βωは増大し，しかも独占者のと

る割合も増える。そして究極的には全部を独

り占めにしてしまうのである。

　x°で与えられる配分がxに収束する過程

では，独占者が利潤をつねに独り占めしてい

る。そして利潤額がnと共に増大してゆく

形になっている。

　x°の方がx＊の場合よりも独占者が強く振

る舞っているけれども，πが大きいときは，

その差はたいしたことはない。x°もx＊もと

23

ここで

u…u
ima　　　nbm十n，m十n）

a）＊　＝＝ i・券一わ音）u（講α。，嵩互）

で与えられる配分κ＊はゲーム〔m，n〕のコ

アに属する。ここでmを一定と考え，n→・○

とするとu・一・⑩・），が一・・∂qう）

　∂u（0，の
一b　　　　　一となるから　　　∂ジ

詣・鴛鯉一δ∂響）



とおけばκ＊の各成分は

　　　Xi＝u（0，の＋ω゜　iεM
（23）

　　　鈎＝％（0，の　　ゴεN

を成分としてもつペクトルXの成分にいく

らでも近づいてゆく。

　この場合も，定理6と同様の極限定理が成

立することが示される。それを見てみよう。

　まず，XにおけるMのメンバーのXiの和

はm　（u（0，の＋ωo）であるが，配分κにお

けるMのメンバーの利得の和がm（u（0，の

＋ω゜）より小さいときは，十分大きなnVこ対

してXはコアには属さないことを示す。

　配分x＝（κ1，……，Xm，　Xm＋1，……，Xm＋n）に

おいて

　ΣXt・＝m（u（0，　b）＋ω゜）一ε，ε＞O

　iεM

とする。このとき，V（1）のテーラー展開を

用いて

　Σx，＝v（1）一（mu（o，の＋翅ω゜）＋・

　ゴd》

　　　＝＝・nu（・，・b）・，（蕪）・・㈲・・

ここで

　　R－・・染の一・ab∂2器の

　　　　…∂響）

となるが，nを十分大きくとれば

　　　i2（m2Rm十n）＋・（｝）ト号

とすることができるから

　　　　　　　　　　　e　　黒κ’≧nu　（o・の＋’2『
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が成立する。したがって，少くとも1人の

ゴεNについて

　　　　　　　　　　　e（24）　Xj≧u（0・の＋万

が成り立つ。このようなゴを除いた1－｛」｝

＝＝　Sとおくと

　V（S）＝（m十n－1）u（0，b）十　mωo

　　　　　・，（　m2Rm十n－1）・・㈲

妥・Fγ（1）－X」≦v（1）－u（o・・b）「舞

　　　　＝（m＋n－1）u（0，の＋mω゜

　　　　　・，（m2Rm十n）・・（t）・i

したがって，十分大きなηに対して

v（s）一》≧！Zlil21R（m＋7－、一一ifiT．）

　　　　　　　　・・（1万）＋一命

　　　　　m2R　　　　　1
　　　　－　2　（m十n）（m十n－1）

　　　　　・・（÷）・÷

となるが，はじめの2つの項は1／nよりも

高位の無限小であるから，十分大きなすぺて

のηに対して，この式の符号は正になる。し

たがって

　　　　y（s）〉Σx，
　　　　　　　　iεs

となって，定理1により，xはコアには合ま

れない。

　上記の論証の過程を検討すれば明らかなよ
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うに，nが大きくなったときにκがコアに含

まれなくなるのは，（24）をみたすようなゴε1＞

があることによるのである。このことから，

どんなに小さくε＞0をとっても

物≧u（O，　b）十ε

であるようなゴε2Vが1つでもあれば，　xは

（n→。・）のときにコアV’・一は含まれなくなる。

したがって，コアに含まれるどんな配分をと

っても，すべてのブεNに対して，n→・。のと

きに，メンバー」の利得は，いくらでもu（0，

のに近いものにならなくてはいけないので

ある。

　次にMのメンバー’　iの利得κ控こついて考

えてみよう。Mのメンバーの少くとも1人，

たとえばメンバー1，の利得Xlが，ε＞0に

対して

κ1≦u（0，の＋ω゜一ε

であり，さらにブεNについては，すべて

紛＝u（0，の

であるような配分Xを考えてみる。メンバ

ー1とNの全員とから成る結託をS＝｛1｝

uNとすると

V（S）一（・＋1）u（i＃7，，。雫1）

一（n＋・）u（・・b）＋・…＋2（轟1）

・・（÷）

十ε＞0

となり，したがってXはコアには含まれない。

　こんどはMのメンバーの中に％（0，の＋ωo

より多い利得を得る者がいる場合を考えてみ

よう。ε＞0に対して

κ1＞π（0，の＋ω゜＋ε

κ∫：・＝u（0，の，　　ゴε2＞

である配分Xを考えると，V（1）のテーラー

展開から

V（1）－nu（0，　b）－Xl≦（m－1）（u（0，の

　　＋w・）＋2（籍】・・G）一・

となるが，右辺の第2第3項はn→。・のとき

ゼロに収束するから，十分大きなηに対して

Σx，≦（n＋1）u（0，の＋ω゜一ε
ieS

であるから，十分大きなすべてのηに対して

V（S）一影≧2（君1）・・（÷）
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m2R
2（m＋n）

・・（1）〈号

となり，したがってこのとき

V（1）－nu（0，　b）－x，≦（m－1）（u（0，の

…）一音

となる。この不等式の左辺はメンバー1を除

くMのメンバー一全員の利得の合計であるか

ら，この不等式から，

について

少くとも1人のiEM

Xi≦u・（O・・b）＋ω゜－2（ii－1）

が成り立つことがわかる。ここでε／2（m－1）

は正の定数であるから，これは，すぐまえに

考察したケー一スと同じ場合であって，そこで

用いたのと同じ論法によって，Xがコァには

含まれないことが示される。



　こうして，∫εル1に対するXi　h：　u（0，の＋ω゜

よりも多くても少くても，そのような配分は

n→。。のときコアには含まれなくなる。した

がって，コアに含まれる配分については，M

のメンバーiの利得Xiは，　nが大きくなるに

つれて，u（0，の＋ω゜にいくらでも近づいて

ゆくのでなくてはならない。

　以上により，次の定理が得られる。

　定理7　ゲーム〔m，n〕において，　mを一

定としてn→・・とすれば，コアに含まれる

配分の各成分は，（23）で定義されるベクト

ルXの対応する各成分にいくらでも近づい

てゆく。すなわち，ゲーム〔m，n〕のコアは

κに収縮する。

　定理7の経済学的意味は定理6の独占の場

合とほとんど同じと考えてよい。独占の場合

と同様に

PA－a” I梼の，ρ・一画瑠）

で価格PA，　PBを定義すれば，

ω゜＝aPA　一　bPB

はルfの各メンバーが獲得する最大の現金残

高であり，nが増大するにつれて，　Mのメン

バーは，独占の場合と同様に優位性を増して

ゆくのである。

　定理7は定理6の一般化と考えられるが，

同じように，ゲーム〔1，n〕の場合の定理4

がゲーム〔m，n）の場合に一般化できるかど

うかについて考えてみたい。定理4をゲーム

〔m，n）の場合に一般化するとしたら，対応

する主張は次のような形になるであろう。

　m≧2のときに

　　V（1）－nu（0，の
　　　　　　　　　　　iεM貌0＝
　　　　　m　　　　　 ，

XJO　・．　u（O，　b） ，ゴεN

で定義される配分X°は，ゲーム〔m，n〕の

コアに含まれるだろうか，ということである。

　S⊂1を任意の結託とし，Sに含まれるM

のメンバーの数をMs，　Nのメンバーの数を

nsとする。　S＝Ms＋nsとおく。　V（S）を点

（0，のの近傍でテーラー展開すると

v（s）一・u（警『禦）

ここで

一su

i0＋甥・色b＿－m・b　　　s　，　　　　s）

一・
k・（・，b）・細・塾（・）〕

＝・・su・（・，・b）・M・（v・＋誓Rl（・）

虐・∂” I農の一わ讐夢の

R，（・）一・・撃ηL…∂il’StsS“）

・b・刄ﾅ）

ξ一弊・＋鯉
　　　　，

一方，V（1）のテーラー展開を使って

Σ・、・一璽型）病璽唖伽（・，b）
t▼8

一箒〔（m＋n）u（轟，恭）

一nu・（o，・b）〕＋n・u・（o，・b）

一舞〔＠・n）（u（・・の・蒲ω・

・藩の・R・（の）…（・，・b））
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ここで

十nsu（0，　b）
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一・u（・・b）・M・t・°＋，（鵠）R・（・）

R・（・）一ノ讐L・・鵡鶏η）

・湾鯉

ξ一怨，・＋潔．

したがって

v（s）一測一肇（警瓦（・）

はできないことになる。しかし，n→・。のと

きにκ゜の各成分がxの対応する各成分にい

くらでも近づいてゆくことの確認はできるか

ら，Xはコアの外から，コアにいくらでも近

づいてゆく配分である。

　経済学的にこのことを解釈してみると，定

理4のx°は，独占者が独占の優位性をつね

に最大限に獲得している，いわば専制君主的

横暴さをもって振舞っている形の配分である

が，m≧2の場合になると，寡占の優位さ

はあるにしても，少数者がつねに最大限の優

位性を保持できるとは限らなくなる。少数者

同士の間で相互に牽制しあってお互いの力を

弱めるという面が現れてくるからである。現

実に見られるこのようなことが，上記の分析

の結果からうかがうことができるのも，興味

深いことといえよう。独占の場合にくらぺて

寡占の場合の方が理論化しにくいという事情

も，うなずけるような気がする。

一轟R・（の）

となる。ここで右辺の括弧内がつねに非正で

あればx°がコアに属することになるが，そ

れは一般セこはいえない。したがってκoはコ

ァに属するとはいえないが，mは一定でn→

。。とすると，括弧内の第2項はゼロにいくら

でも近づくから，R，（のく0であることを考

慮すると，括弧内は負になる。したがって，

Sをまず指定して，然る後にη→。○とする，

すなわち，B財保有者をどんどんふやす，と

すれば，V（S）≦ΣX，がえられることにな
　　　　　　　　ieS
る。しかし，nをどんなに大きくしたとして

も，nをまず決めて，それからSをきめると

すると，駄目になってしまう。

　以上のようなことから，独占の場合の定理

4は，寡占の場合へそのまま一般化すること
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